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Soit G un group de Lie connexe d’algebre de Lie g. Dans (25), apres 
avoir donne une parametrisation de l’espace Prim(G) des idtaux primitifs 
de la C*-algebre de G, L. Pukanszky reprend la notion de representation 
factorielle normale introduite par A. Guichardet. Une telle representation rc 
est caracterisee par le fait qu’elle engendre un facteur semi-fini et qu’il existe 
cp dans le c8ne des elements positifs de C*(G) (0.9) tel que n(p) soit non 
nul et a trace relativement au facteur engendre par z(G). J’ai montre dans 
(7) que lorsque G est resoluble, on peut trouver cp dans $3(G) (0.11). On a 
la notion d’idbal primitif dans U(g@ C) (0.1,0.4) et dans C*(G). Dans les 
deux cas, c’est le noyau dune representation algebriquement irreductible 
non nulle. D’apres (9, 2.9.7), les ideaux primitifs de C*(G) sont les noyaux 
des representations unitaires irreductibles de C*(G). On sait que le noyau I 
de la representation infinitesimale associee a x(0.12), est primitif d’apres 
(12, 7.2) et que l’intersection i des ideaux primitifs de U(g 0 UZ) contenant 
strictement Z, contient strictement I, d’apres (18, 4.6). On peut regarder 
U(g 0 a=) comme l’algebre des optrateurs differentiels, invariants a droite, 
sur G(O.11). J’ai prouvt dans (7) que, lorsque G est resoluble, pour tout 
semi-invariant u de i, modulo 1, il existe un entier positif k tel que pour 
tout cp dans Q(G), l’optrateur n(u’ * cp) soit a trace relativement au facteur 
engendre par n(G).’ Je dtmontre ici le theoreme suivant: 
(Les notations G, rc, Z, 1 sont celles ci-dessus). II existe un entier positifk 
tel que pour tout u duns f et pour tout cp duns 9(G), l’op&ateur ~c(u’* tp) 
soit un opirateur de Hilbert-Schmidt relativement au facteur engendrt par 
n(G). 
En particulier lorsque 71 est irreductible, l’optrateur n(uk * cp) est un 
op&ateur de Hilbert-Schmidt au sens usuet. 
’ Dans le cas gkkral, il n’existe pas toujours dans i des semi-invariants modulo I. 
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Du thtoreme dtcoule le corollaire: 
Soit rt une representation factorielle normale de G. Alors il existe cp darts 
53(G) tel que z(cp) soit un operateur non nul et a trace relativement au 
facteur engendre par z(G). 
Soit (X, ,..., X,) une base de g. On note A l’eltment X: + ... + e de 
U(g@@). L’operateur rc(1 -A) de H,(n) (0.12) est positif et a un inverse 
borne. On a le corollaire: 
(Les notations G, E, I, i, k sont celles du theborkme ci-dessus). Pour tout 
u darts f, il existe un entier posittfp tel que l’operateur z(u”) z( 1 - A)-p de 
H,(n) se prolonge en un operateur de Hilbert-Schmidt relativement au 
facteur engendre par IT. 
Grace au thtoreme 2 de (25) qui donne une formule de caractere, je 
dtduis le thtoreme ci-dessus du theoreme 1.3. Ceci me permet de me 
ramener au cas dune algebre de Lie algebrique. Je dtmontre alors le 
theoreme par recurrence sur la dimension de g. Soit R le radical de G. La 
restriction de n a R est portee par une orbite de G dans RI (0.9,O.lO). On 
la note G. T. On considere les deux cas suivants: 
(a) Le sous-groupe G(7) de G est contenu dans un sous-groupe P de 
G tel que G/P soit compact et de dimension strictement positive. 
(b) L’hypothbe (a) n’est pas satisfaite. 
Dans le cas oti l’hypothese (a) est satisfaite, le theorbme de l’introduction 
de (20), l’hypothese de recurrence appliqute a P et l’induction par &ages 
nous permettent de demontrer le theoreme pour la representation rc de G. 
Dans ce qui suit, on suppose que l’hypothese (a) nest pas satisfaite. Dans 
ce cas le groupe G(z)/R est reductif. Soit t l’algebre de Lie de R. Soit R .f 
l’orbite de la representation coadjointe associee a z. Soit /? une mesure 
invariante sur l’orbite G .$ Soit u dans in U(r @ C) semi-invariant 
modulo I, pour l’action de R dans f. A l’tlement u de U(r 0 C) correspond 
une fonction rationnelle partout definie sur G *f: On la note p(u). Soit cp 
dans 9(G) de support assez voisin de e. Les resultats de (7) et des 
theoremes de Harish-Chandra sur les caracteres des groupes rtductifs nous 
disent que tr n(uk * cp) est une somme finie d’integrales de la forme 
f p(u)“(x) Ii/(x) dB( ) x ou II/ est une fonction sur r* qui se deduit de cp a 
l’aide de la transformation de Fourier sur r et de l’integrale invariante sur 
l’algebre de Lie de G(t)/R. La convergence de ces integrales resulte alors du 
theoreme: 
Soit X une sous-variete algebrique, lisse, definie sur [w de C”. On suppose 
que X(F4) (0.8) est dense dans X. On note X lhdherence de X dans C”. Soit m 
une mesure positive reguliere sur X(W), au sens de 2.2. Soient p une fonction 
reguliere sur C”, identiquement nulle sur flX et q une fonction rationnelle 
sur X, partout definie sur lhdherence X([w) de X( [w) dans W, pour la 
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topologie usuelle de KY’. On suppose que q est identiquement nulle sur l’en- 
semble des ziros de p duns X(R). Alors pour k entier posit!f asset grand, la 
mesure qkm est temph+e uu sens de 2.5.. 
De ce thkor&me rksulte le corollaire suivant, dt B V. A. Guinzburg: 
Soit X une sous-varic?P algkbrique, lisse difinie sur R de C”. On suppose 
que X(R) est dense dans X et ,fermP dans R”, pour la topologie usuelle de KY’. 
Soit m une mesure positive regulihe sur X(R), uu sens de 2.2. Alors la 
mesure m est tempPr&e au sens de 2.5.. 
Ce travail se divise en 7 parties: 
0. Notations. I Enon& du rksultat principal et lemmes prtliminaires. 2. Mesures 
rkgulikes sur une varitti: algibrique. 3. Transformation de Fourier et inttgrale 
invariante. 4. Sur I’induction et les idtaux primitifs dans I’algtbre enveloppante. 
5. Sur les caracttres. 6. Un calcul pseudo-diffkrentiel. Bibliographie. 
Je remercie N. Kamoun et C. Moeglin pour d’inttressantes conver- 
sations. 
0. NOTATIONS 
Dans ce texte, on utilisera trks souvent les notations ci-dessous saris y 
faire rkftrence. 
0.1. Si V est un espace vectoriel sur un corps quelconque, on note 
P’* son dual et S(V) son algkbre symmttrique. Si V est un espace vectoriel 
rtel, on note V@ @ son complexifii: et si v appartient g V*, on note aussi v 
l’tkment de ( V@ C)* qui prolonge v. En outre, si on s’est don& sur V une 
structure d’alglbre de Lie, celle-ci se prolonge g P’@ @ et en fait une 
algkbre de Lie complexe. 
0.2. Soit V un espace vectoriel sur un corps k. Soit X un 
endomorphisme de V. Soient W et w’ deux sous-espaces vectoriels de V. 
On suppose que Wet W sont invariants par X et que W contient W. On 
note A(X; W) la restriction de X a W et A(X; W/W’) l’endomorphisme de 
W/W’ que dCfinit ,4(X; W) par passage au quotient. Si k = R, on note J(X) 
l’endomorphisme ( 1 - exp( - X))/X de V. 
0.3. Soit a une algkbre de Lie sur un corps k de caracttristique 
z&o. Soient b et c deux sous-espaces vectoriels de a. Soit X dans a. On sup- 
pose que b et c sont invariants par l’endomorphisme ad X de a et que b 
contient c. On kcrit ad(X; 6) et ad(X; b/c) au lieu de A(ad X; b) et 
A(ad X; b/c). Dans ce qui suit, on suppose k = K! ou @. On note u(X; b/c) 
l’endomorphisme sh[( l/2) ad(X, b/c)]/[( l/2) ad(X, b/c)]. Soient A un 
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groupe de Lie d’algebre de Lie a et g dans A. On suppose b et c invariants 
par l’automorphisme Ad g de a. On Ccrit Ad( g; b) et Ad( g; b/c) au lieu de 
A(Ad g; b) et A(Ad g; b/c). 
0.4. Soit a une algebre de Lie sur un corps k de caracteristique 
nulle. On note U(a) l’algebre enveloppante de a. Dans ce memoire, ideal de 
U(a) signitie ideal bilatere. Soient b et c deux sous-algebres de Lie de a. On 
suppose que b contient c. On note a(b, c;. ) l’unique automorphisme de U(c) 
pour lequel on a: a(b, c; X)=X- (l/2) tr ad(X; b/c), pour tout X dans c. 
Designant par ind( .; c r b) et ind “( .; c t 6) l’induction usuelle et l’induction 
tordue de c a 6, on a: 
ind -(I; c t 6) = ind(a(b, c; I); c t b) pour tout ideal I de U(c), d’apres 
[ll, 5.21. 
Dans ce qui suit, on suppose k algebriquement ~10s. On note Prim U(a) 
l’espace des ideaux primitifs de U(a), muni de la topologie de Jacobson. Si 
I appartient a Prim U(a), on note 1 l’intersection des ideaux primitifs de 
U(a) qui contiennent strictement I. D’apres [ l&4.6], 1 contient strictement 
1, i.e., {I} est une partie localement fermee de Prim U(a). Si a est resoluble, 
on note x H Z( a; x) l’application de Dixmier de a* dans Prim U(a). D’apres 
[ 11, 6.1.7 et 6.4.41, c’est une surjection continue de a* dans Prim U(a), 
pour la topologie de Zariski sur a*. D’apres (11, 6.511) si Z(a; x) = I(a; y), 
alors il existe g dans le groupe adjoint algebrique de a tel que g. x =y 
(cf. 0.7). 
0.5. Soit a une algebre de Lie reelle. On designe par XH X l’in- 
volution de a@ @ definie par la forme reelle a de a@ C. On note UH U* 
l’unique anti-automorphisme antilineaire de U(a @ C) pour lequel on a: 
X* = -X, pour tout X dans a @ @. C’est une involution de U(a). 
0.6. Soit G un groupe operant a gauche sur un ensemble X. Pour 
tout x dans X, on note G(x) le stabilisateur de x dans G et G. x I’orbite de 
x sous faction de G. Si G est un groupe de Lie d’algebre de Lie g, on note 
g(x) l’algebre de Lie de G(x). 
0.7. Soient a une algebre de Lie sur un corps k de caracteristique 
nulle et G un groupe d’automorphismes de a. Le groupe G opere dans a et 
dans chacun des ideaux de a qui sont invariants par G. 11 opere dans le 
dual de a et les duaux de ces ideaux par les representations contragredien- 
tes a celles ci-dessus. L’action de G dans a s’etend a U(a) et le groupe G 
opere dans U(a) comme groupe d’automorphismes d’algebre. Toutes ces 
actions sont des actions a gauche et sont notees (g, x) H g. x. Si G est un 
sous-groupe de l’ensemble des k-points du groupe adjoint algebrique de a, 
alors tous les ideaux de a et de U(a) sont invariants par G. Si P est un ideal 
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de U(a), l’action de G dans U(a) difinit par passage au quotient une action 
de G dans U(a)/P. On note (g, X) H g. x cette action. Le groupe G opere 
dans U( a)/P comme groupe d’automorphismes d’algebre. 
0.8. Soit X une variete algtbrique dttini sur un corps k. Si K est 
une extension de k, on note X(K) l’ensemble des K-points de A’. S’il existe 
sur X une structure de groupe algtbrique, compatible avec la structure de 
variete algebrique, alors, d’apres [27, corollaire p. 441, X(K) est dense dans 
X lorsque X est irreductible. 
0.9. Soit G un groupe localement compact. On note C*(G) la 
C*-algebre enveloppante de l’algebre de Banach involutive L’(G), Prim(G) 
l’espace des ideaux primitifs de C*(G), muni de la topologie de Jacobson et 
GA le dual unitaire de G. Si TT est une representation unitaire de G, il lui 
correspond une representation de L’(G), lorsqu’on s’est donne une mesure 
de Haar a gauche sur G. Cette representation de L’(G) se prolonge a 
C*(G), de faGon unique. Le noyau de la representation de C*(G), ainsi 
obtenue, ne depend que de 71 et non du choix de la mesure de Haar a 
gauche sur G. Nour le noterons Ker n. 
Si 71 est une representation factorielle de G, on note L’(n) l’espace des 
operateurs d trace du facteur engendre par n(G). On choisit une trace t sur 
ce facteur et on munit L’(n) de la norme A H t((A*A)“2). 
0.10. Soient G une groupe localement compact et H un sous- 
groupe du groupe des automorphismes de G. Si 71 est une representation 
unitaire de G et si h est dans H, on note (II. n) la representation de G: 
g H rr(h ~ ‘( g)). Pour tout h dans H, les representations h. n et h. d sont 
equivalentes si les representations unitaires x et rr’ le sont. On delinit ainsi 
une action a gauche de H dans GA. De m&me si cp est une fonction sur G, 
on note h. cp la fonction g H cp(h ~ ‘(g)) sur G. Enfin le groupe G opkre sur 
lui-m&me par automorphismes interieurs en posant: g( g’) = gg’g ~ ‘, d’ou les 
notations g. rt et g. cp si g est dans G, si rr est une representation unitaire de 
G et si Q est une fonction sur G. 
0.11. Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. On note 
g(G) l’espace des fonctions C” sur G, a support compact. Cet espace est 
muni de sa topologie usuelle. Pour tout X dans g et pour tout cp dans 
g(G), on note X * cp et cp * X les fonctions sur G, d&ties par: 
W * cp)(g) = (W)(cp(eW -f-V 8)) I f = 0, 
(cp * X)(g) = (tr ad X) q(g) + (W)(dg exp( -tW))I f = 0 (gEG). 
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On dttinit ainsi deux representations de g dans g(G). Celles-ci se 
prolongent de faGon unique en deux representations de U(g@@) dans 
!?8( G). Nous les noterons: (u, cp) H u * cp et (u, cp) t-+ cp * U. 
0.12. Soient G un groupe de Lie, g son algebre de Lie et rc une 
representation unitaire de G. On note H(X) l’espace de n et H,(rc) l’espace 
des vecteurs C” de la representation n, muni de sa topologie usuelle 
d’espace de Frechet. On a une representation de g dans H,(Z). Cette 
representation se prolonge de faeon unique en une representation de 
U(g 0 C). Nous la noterons aussi II. 
0.13. Si g est une algtbre de Lie reelle, on note V(g) l’ensemble des 
X de g pour lesquels les parties imaginaires des valeurs propres de ad X 
sont strictement inferieures a 27c en module. L’ouvert V(g) de g est connexe 
car etoile en 0. 
0.14. Soit g une algebre de Lie reductive sur un corps de carac- 
teristique zero. Soit 1 de rang de g. Si X est dans g, on note d,(X) le coef- 
ficient de t’ dans le polynome det(t - ad X). On note g’ l’ensemble des 
elements reguliers de g, i.e., l’ensemble des elements de g en lesquels d, est 
non nul. Si h est une sous-algebre de Cartan de g, on pose: h’ = g’ n h. 
0.15. Soit k un corps algtbriquement clos de caracteristique zero. 
Soient g une algebre de Lie sur k et a un ideal de g. On note G l’ensemble 
des points k-rationnels du groupe adjoint algebrique de g. Si I est un ideal 
primitif de U(a), on note Z(I, g) l’intersection des idtaux primitifs de U(a) 
qui sont dans G. I. D’apres [ 19, 3.101, l’orbite G. I est localement fermte 
dans Prim U(a). On note i(Z, g) l’idtal semi-premier de U(a) detinissant le 
complementaire de G. I dans son adherence. 
0.16. Soient G un groupe de Lie et A un sous-groupe ferme, 
invariant de G. Soit 7~ une representation unitaire irrtductible de A. Si X est 
un optrateur borne de H(X), on note I(XJI , sa norme trace et IIXII z sa 
norme de Hilbert-Schmidt. On designe par L’(n) l’espace des operateurs 
de Hilbert-Schnmidt de H(n). Soit H un sous-groupe ferme de G(n). Soit 
h H U(h) une representation projective de H dans H(x) qui verifie la 
condition suivante: TC( gag ‘) = U(g) ~(a) U(g) ‘, pour tout (g, a) dans 
H x A. On note L(G, H; L(X)) l’espace des fonctions mesurables f sur G, a 
valeurs dans l’espace L(n) des operateurs born& de H(X), telles que: 
f(gh)= U(h)-‘f(g) U(h), pour tout (g, h) dans Gx H. L’espace 
L(G, H; L(rc)) ne depend pas de la representation projective U de H qui 
satisfait la condition ci-dessus. On fixe sur G/H une mesure positive et on 
I’utilise dans ce qui suit. On note L2(G, H; L*(n)) I’espace des elementsJ‘de 
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L(G, H; L(n)) tels que { (,,,, ll./‘(g)ll~d~< +,x. On note L’(G, H;L’(Tc)) 
l’espace des elements ,f’ de L(G, H; L(z)) tels que SC; ,, I~.f(g)ii, Crg< + X. 
L’espace L’(G, H; L’(rc)) est un espace de Banach pour la norme 
,f~+ jti:H li.f‘(g)ll , & et l’espace L’(G, H; L*(rc)) est une espace de Hilbert 
pour la normeft-+ (jGIH [[.f(g)j(f &)I;‘. On remarque que pour tout cp dans 
L’(A) la fonction g++g‘rr(q) sur G appartient a L(G, H; L(n)). 
0.17. Si G est un groupe algebrique, on note Go la composante 
neutre de G, au sens de la geometric algebrique. Si G est un groupe 
topologique, on note G, la composante neutre de G, pour la topologie de 
G. Eniin si G est un groupe algtbrique d&i sur R, G(R), designe la com- 
posante neutre de G(R) pour la topologie de Hausdorff sur G(R). 
0.18. Si X est une variete C’, on note 8(X) l’espace des fonctions 
C” sur X et s(X) l’espace des fonctions C” sur X, a support compact. Si 
X est un espace vectoriel reel ou complexe, on note P’(X) l’espace des 
fonctions C” sur X, a dtcroissance rapide. 
0.19. Soit 9 une algebre de Lie sur un corps k de caracteristique 
zero dont on note G le groupe adjoint algebrique. Si a est une sous-algebre 
de Lie de 9, le plus petit sous-groupe algebrique, defini sur k, de G, dont 
l’algebre de Lie contient ad(a), est appele sous-groupe algebrique de G 
correspondant a a. Si A est un sous-groupe alglbrique de G, defini sur k, la 
plus grande sous-algebre de Lie de g dont le sous-groupe algebrique de G 
correspondant est contenu dans A, est appelee sous-algebre de Lie de g 
correspondant a A. 
1. ENCDNCBS DU R~LTAT PRINCIPAL ET LEMME~ &LMNAIREs 
1.1. Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Soit A un sous- 
groupe ferme de G d’aigebre de Lie a, contenant [G, G]. Si J est un ideal 
bilatlre fermt de C*(A), on note Z(J) l’ensemble des u de U(a @ @) tels que 
u * cp appartienne a J, pour tout p dans s(A). D’aprb [ 13, corollaire 3.21, 
pour toute representation unitaire rc de G, de noyau J, Z(J) est le noyau de 
la representation rr de U(a 0 UX) deduite de 71 (cf. 0.12); done I(J) est un 
ideal bilattre de U(a @ @). D’aprb [ 13, Theoreme 7.21, I(J) est primitif si 
A est connexe et si J est primitif. 
LEMME (Les notations sont celles de 1.1). On suppose que G et A sent 
ronnexes. Soit R me representation unitaire irriductible de A. Les conditions 
suivantes sont Pquivalentes: 
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(i) II existe un voisinage V de e darts A et u dans U(a@@)\ 
Z(Z(Ker z), g 0 C) (cf. 0.15) tels que pour tout cp dans 9(V), la fonction 
g++g.z(u * cp) sur G soit dans L2(G, G(n); L*(n)) (cf. 0.16). 
(ii) I1 existe un uoisinage V de e darts A et u dans U(a @C)\ 
Z(Z(Ker n), g 0 C) tels que pour tout q dans 9(V), la fonction 
gHg.n(u * cp * u*) sur G soit dans L’(G, G(n); L’(z)). 
(iii) Zl existe un entier positzf k tel que pour tout cp dans 9(A) et pour 
tout u dans (i(Z(Ker TT), s@@))~, lafonction gt-+g.z(u * cp) sur G soit dans 
L2(G, G(n); L*(n)). 
(iv) I1 existe un entier posittf k tel que pour tout cp dans 9(A), pour 
tout u et pour tout u dans (i(Z(Ker 7r), g@@))k, la fonction 
g++g.z(u * cp * u) soit darts L’(G, G(n); L’(n)). 
Rappelons que l’ideal Ker z est primitif. Les implications (iii)=(i) et 
(iv) * (ii) sont claires, car f(Z(Ker n), g@C) est stable par l’involution 
u H u*. On montrera successivement les implications (i) 2. (iii), (iii) * (iv), 
et (ii) * (i). 
Supposons l’assertion (i) satisfaite. D’apres [ 13, thtoreme 3.11, pour tout 
cp dans 9(A), la fonction gHg.rr(u * cp) sur G est dans L2(G, G(z); 
L*(Tc)). Designons par I’ l’ensemble des u de U(a@C) qui vtrihe la con- 
dition suivante: pour tout cp dans 9(A), la fonction g H g. TC(U * cp) sur G 
est dans L*(G, G(n); L*(n)). I1 est clair que I’ est un ideal a droite qui con- 
tient strictement Z(Z(Ker rc), g @ C). Pour tout (h, g) dans G x G, pour tout 
u dans I’ et pour tout q dans 9(A), on a: hg. ~$0 * cp) =d(h) g’n((h. u) * 
(II. cp)) oti d est la fonction module du groupe G; done Z’ est un ideal 
invariant par G. Puisque f(Z(Ker n), g @ C) est l’intersection des idtaux 
premiers G-invariants qui contiennent strictement Z(Z(Ker n), g 0 C), il 
existe un entier positif k tel que I’ contienne !(Z(Ker z), g @ C)” d’od 
l’assertion (iii). L’implication (iii) * (iv) resulte de [ 13, theoreme 3.11 et de 
l’inegalitt de CauchyySchwarz. Supposons l’assertion (ii) satisfaite. Soit W 
un voisinage de e tel que WW soit contenu dans V. Pour tout cp dans 
9(W), on a: 
IIg.7i(u*(P)II:=tr(g.71(U*40*40*+U*)) et ‘p*q* appartient a 9(V); 
done pour tout cp dans 9( W), la fonction g ti g. z(u * cp) appartient a 
L’(G, G(n); L*(n)). 
1.2. LEMME. Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g, Soit 71 
une representation factorielle normale de G. Les conditions suiuantes sont 
equiualentes: 
(i) il existe u dans U(g@ C)\Z(Ker IT) tel quepour tout cp dans 9(G), 
I’operateur n(u * cp) soit un operateur de Hilbert-Schmidt du facteur engen- 
drP par X(G). 
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(ii) il existe un entier posittf k tel que pour tout (u, cp) darts 
f(Ker TE)~ x 9(G), I’opbateur n(u * cp) soit un operateur de HilherttSchmidt 
du ,facteur engendre par n(G). 
(iii) il existe un entier positzf k tel que pour tout (u, v, cp) dans 
f(Ker x)~ x f(Ker x)” x 9(G), l’operateur A(U * cp * u) soit un operateur a 
trace du facteur engendre par n(G). 
La dlmonstration de ce lemme est analogue A la dtmonstration du 
lemme de 1.1. 
1.3. TH~OR~ME. Soit g une algebre de Lie algebrique reeile. Soit a un 
ideal algebrique de g. Soient G un groupe de Lie connexe dhlgebre de Lie g 
et A le sowgroupe analytique de G d’algdbre de Lie a. On suppose que A est 
ferme dans G. Soit IT une representation unitaire irrtductible de A. On sup- 
pose qu’il existe sur GIG(n) une mesure positive, relativement invariante dont 
la dtfferentielle du multiplicateur est un caractere rationnel de l’algebre de 
Lie alghbrique g. On,fixe dans ce qui suit une telle mesure sur GIG(n). Alors 
il existe un entier posittf k tel que pour tout cp dans 9(A) et pour tout u dans 
f(Z(Ker x), g@@)k, la fonction g ~--+g. TC(U * cp) sur G appartienne a 
L*(G, G(n); L’(n)) (cf 0.16). 
Ce thtorkme sera dCmontr& en 5.6. 
1.4. THBOR~ME. Soit G un groupe de Lie connexe dhlgebre de Lie g. Soit 
II une representation factorielle normale de G. Alors il existe un entier positif 
k tel que pour tout (u, cp) dans f(Ker TC)~ x 9(G), l’operateur TC(U * cp) soit un 
operateur de HilbertCSchmidt du facteur engendre par n(G). 
Ce thtortme sera dbmontri: en 6.4. 
1.5. COROLLAIRE (Les notations et les hypothkses sont celles de 
1.3). Soit (X ,,..., X,,) une base de g. On note A l’element q + . . . + x de 
U(g @ C). On rappelle que l’optrateur 7r( 1 - A) de H,(T) possede un inverse 
qui se prolonge en un opPrateur bornP de H(n). Soit k un entier positif qui 
vertfie la condition du theoreme 1.3. Soit u dans f(Ker z)~. Alors pour p 
entier posittfassez grand, l’optrateur n(u) n( 1 - A))p de H,(n) se prolonge 
en un operateur borne de H(X) qui est un operateur de Hilbert-Schmidt du 
facteur engendrt par n(G). 
Le corollaire sera dtmontrt: en 6.4. 
1.6. LEMME. Soit G un groupe de Lie. Soit H un sous-groupe fermP de G. 
On suppose qu’il existe sur G/H une mesure positive u, relativement 
invariante, de multiplicateur p. 
CARACThRES DES GROUPES DE LIE 103 
(i) Soit H’ un sous-groupe ouvert de H. Alors il existe sur G/H’ une 
mesure positive, relativement invariante, de multiplicateur p. 
(ii) Soit P un sous-groupe fermt de G qui contient H. On note g et p 
les algebres de Lie de G et P. Alors il existe une mesure positive, quasi- 
invariante E sur G/P, une fonction continue positive r sur G et une mesure 
positive relativement invariante v sur P/H qui verifient les conditions suivan- 
tes : 
(a) r(gh) = ldet Ad(h; g/p)1 r(g), pour tout (g, h) dans G x P. 
(b) le multiplicateur de v est le caractsre gHp(g)ldet Ad(g; &)I-’ 
de P. 
(c) pour toute fonction borPlienne positive cp sur G/H, on a: 
jG,” dx) 44x) = IO;, r(g) J‘ v4g.x) dv(x) d&?). PIH 
On note h l’algebre de Lie de H. Puisque p est le multiplicateur dune 
mesure relativement invariante sur G/H, on a: p(g) = jdet Ad(g; g/h)I, pour 
tout g dans H. 
(i) Puisque H’ est un sous-groupe ouvert de H, h est l’algebre de Lie 
de H’; done d’apres [S, theoreme 3, p. 581, il existe sur G/H’ une mesure 
positive, relativement invariante, de multiplicateur p. 
(ii) Pour tout g dans H, on a: p(g)ldet Ad(g; g/p)\ - ’ = Jdet Ad(g; 
p/h)l; done d’apres [5, theoreme 3, p. 581, il existe sur P/H une mesure 
positive, relativement invariante de multiplicateur p. Le reste de l’assertion 
resulte de [S, theoreme 2, p. 561. 
2. MESURES RBGULI~RES SUR UNE VARIBTB ALC~BRIQUE 
Dans ce chapitre, on identifie une variete algebrique et l’ensemble de ces 
points rationnels sur une extension algtbriquement close de son corps de 
definition. La notion de rtgularite employee dans ce chapitre est la 
regularite au sens de la gtometrie algebrique. 
2.1. Soit n un entier positif. Soit k un corps algebriquement clos de 
caracteristique nulle. 
PROPOSITION. Soit X une sous-varit% algPbrique lisse et fermke de k”. Si 
w est une forme diffkrentielle regulihe sur X, alors elle est la restriction ti X 
d’une forme diffPrentielle rt!gul@re sur k”. 
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Soit LI) une forme differentielle reguliere sur X, homogene de degre (1. 
Soient Q(X, d) le faiseau des germes de formes differentielles reguliires sur 
X, de degre d et Q(k”, d) le faisceau des germes de formes differentielles 
rtgulieres sur k”, de degre d. D’apres [28, thtoreme 2, p. 221, la varitte X 
etant lisse, le faiseau sZ(X, d) est localement isomorphe au faisceau C’“(X) 
oil p=( d’:;X) et oti k’(X) est le faiceau des germes de fonctions regulieres 
sur X; done d’apres [29, Proposition 7, no. 151 et [29, Proposition 1, 
no. 373, le faisceau Q(X, d) est un faisceau algebrique coherent sur X. De 
m&me le faisceau Q(k”, d) est un faisceau algebrique coherent sur k”. On 
note Q(X, k”, d) le faisceau sur k” obtenu en prolongeant Q(X, d) par zero 
en dehors de A’. D’apres [29, proposition 11, no. 173, le faisceau 
Q(X, k”, d) est un faisceau algtbrique coherent sur k”. Soit ,$(A’, d) le 
faisceau des germes de formes difftrentielles regulieres sur k”, de degre d, 
qui sont nulles sur A’. Si .Y est dans k”\X la fibre .9,(X, d) est tgale a 
Q,(k”, d). On a la suite exacte de faisceaux algebriques sur k”, 
0 +9(X, d) + Q(k”, d) + Q(X, k”, d) -+ 0. 
D’apres ce qui precede et d’aprts [29, theoreme 1, no. 133, le faisceau 
.$(A’, d) sur k” est algebrique coherent; done d’apres [29, corollaire 1, 
no. 461 H’(k”, JJ(A’, d)) = 0. Par suite, en considerant la suite exacte longue 
de cohomologie deduite de la suite exact ci-dessus, on voit que toute sec- 
tion globale du faisceau Q(X, k”, d) est l’image d’une section globale du 
faisceau R(k”, d); done o est la restriction a X d’une forme differentielle 
reguliere sur k”. 
2.2. Soit X une varitte algtbrique lisse dtfinie sur R. On suppose 
que X(R) est dense dans X. On munit X(R) de sa topologie de Hausdorff et 
on considere la structure bortlienne qu’elle engendre. Soit Y une varitte 
algebrique lisse definie sur [w telle que Y(R) soit dense dans Y. Soit o une 
forme differentielle riguliere, de degre maximum, sur Y. Soit F un 
morphisme fini, detini sur R, de Y dans A’. La restriction de F A Y( IL!) est 
une application continue, propre de Y(R) dans X(R), pour les topologies 
de Hausdorff de Y(R) et X(R). On note m( Y, w, F) la mesure image par F 
sur X(R) de la mesure positive sur Y(R) definie par la restriction de w a 
Y(R). On dira que le triplet (Y, w, F) definit la mesure m( Y, w, F). 
DEFINITION (Les notations et les hypotheses sont celles de 2.2). La 
mesure m sur X(R) est dite reguliere s’il existe un triplet (Y, o, F) tel que 
m( Y, w, F) soit &gale a la valeur absolue de m. 
Soit m une mesure rtguliere sur X(R). La restriction de m a tout ouvert 
de Zariski de X(R) est rtguliere. Le complementaire de tout ouvert de 
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Zariski non vide de X(R) est negligeable pour la mesure m. Si p est une 
fonction reguliere sur X, la mesure pm sur X(R) est reguliere. 
2.3. LEMME. Soit G un sous-groupe algebrique, irrtductible, dkfini sur R 
de CL(n). Soit v dans R”. On suppose qu’il existe sur G(R). v une mesure 
relativement invariante dont le multiplicateur est la valeur absolue de la 
restriction ci G(R) d’un caractkre rationnel de G. Alors une telle mesure est 
rkgulit+e au sens de 2.2.. 
On note m cette mesure et p le caractere rationnel de G tel que le mul- 
tiplicateur de m soit le caractere gw Ip( g)[ de G(R). On remarque que 
d’apres [27, corollaire p. 443, G(R) . u est dense dans G. v. Soit g l’algebre 
de Lie de G(C). On a: det Ad( g; g/g(v)) = p( g) pour tout g dans G(R)(v),; 
or G(R)(v), est dense dans G(v), d’apres [27, corollaire p. 441; done 
det Ad( g; g/g(v)) = p( g) pour tout g dans G( v)~. Le sous-groupe algebrique 
G(v), de G(v) est delini sur R et d’indice lini; done le morphisme canonique 
de G/G(v),, sur G. u est lini. On le note F. 11 existe sur G/G(v), une forme 
differentielle reguliere non nulle, de degre maximum et semi-invariante de 
poids p ‘. On la note w. D’aprb [27, corollaire p. 441, (G/G(v),)(R) est 
dense dans G/G(u),,. Avec les notations de 2.2., la mesure m est proportion- 
nelle i la mesure m(G/G(v),,, o, F). 
2.4. LEMME. Soit X une vari& algkbrique quasi-affine, dt?finie sur R telle 
que X(R) soit non vide. Soient p et q deux fonctions rkgulit+es sur X qui 
prennent des valeurs positives sur X(R). On suppose que pour tout compact K 
de R, qP ‘(K) n X(R) est compact pour la topologie de Hausdorff sur X(R). 
Alors il existe un entier positifm et une constante positive A tels que l’on ait: 
p(x)< A(1 +q(x))“, pour tout x duns X(R). 
Pour r reel positif, on pose: m(r) = sup{p(x); x E X(R), 1 + q(x) < r}. Par 
hypothese, pour r assez grand, m(r) est fini. Puisque X est une variete 
quasi-afline, X(R) s’identilie a une partie semi-algtbrique d’un espace 
euclidien; done d’aprts le theoreme de Tarski-Seidenberg, l’image S de l’en- 
semble {(r, m, x); r E R, m E R, x E X(R), 1 + q(x) d r, m =p(x)} par la pro- 
jection (r, m, x) H (r, m) est une partie semi-algtbrique de R x R. On peut 
alors trouver une famille S, ,..., S, de systemes d’egalites et d’inegalitb 
polyn6miales tels que pour r assez grand, chaque point (r, m) de S 
satisfasse l’un au moins des Si, 1 < i < 1. Dans chaque Si (1 d i < l) figure au 
moins une Cgalite. En effet dans le cas contraire, il existerait un couple 
(r, m) dans S tel que m soit strictement suptrieur a m(r). On note Q le 
produit des polynomes qui correspondent a une tgalitt dans l’un des S, 
(1 < ib I). 11 existe un diviseur irreductible Q’ de Q tel que pour r assez 
grand, on ait: Q’(r, m(r)) = 0. Utilisant un dtveloppement de Puiseux, on 
trouve des constantes A et a telles que Ton ait: m(r) = Ar”( 1 + 0( 1)) quand 
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r tend vers l’infini; done il existe des reels positifs Y” et A’ pour lesquels on 
a: p(x) d A’(1 +4(x))” si 1 + q(x) est superieur ou egal a rO. Le lemme 
resulte alors de ce que l’ensemble (x E X(R); 1 + q(x) d Y”} est compact. 
2.5. Soit V un espace vectoriel reel de dimension finie. Si m est une 
mesure positive sur une partie borelienne de V, on dit que m est temptree 
s’il existe un entier k > 0 et une norme x H llxll sur V tels que I’on ait: 
I (1+ IIxI/~))~ dm(x)< +m. 
2.6. TH~OR~ME. Soit X une sowvariete algtbrique de C”, definie sur R, 
lisse et telle que X(R) soit dense duns X. Soit p une fonction reguliere sur @” 
qui est identiquement nulle sur le complementaire de X duns son adherence 
duns C”. Soit m une mesure positive reguliere sur X(R), au sens de 2.2. Alors 
pour 1 entier positifassez grand, la mesure 1 pltm est temperte, au sens de 2.5. 
On demontrera le theoreme en plusieurs Ctapes. Soit (x,,..., x,) le 
systeme de coordonnees de C” determine par la base canonique de C”. 
Pour x dans R”, on pose: llxll = (XT + ... + x:)“~. 
(a) On suppose que X est ferme dans C” et que m est la mesure 
positive sur X(R) dtfinie par la restriction a X(R) d’une forme differentielle 
regulikre w, de degrt maximum sur X. On va dtmontrer que m est tem- 
per&e. Soit d la dimension de X. Pour 1 < i, < ... < i, < n, on note 
B(i , ,..., id) la restriction a X de la forme differentielle dx,, A . . A dx, sur 
C”. D’apres 2.1, il existe des fonctions rtgulieres g(i, ,..., id) sur C” telles que 
l’on ait w  = C g(i, ,..., id) /?(i, ,..., id). Soient 1 6 i, < . < i,,< n. On note 
X(i, ,..., id) l’ensemble des points de X(R) ou /?(ir ,,.., id) est non nul. La 
restriction i X(i r ,..., id) de la projection (xr ,..., x,) H (x,, ,..., x,J est un 
revetement d’un ouvert O(i, ,..., i,,) de II?‘, a fibre tinie. En outre, if existe un 
entier a qui majore le cardinal des tibres de ce revetement. On dtsigne par 
m(i, ,..., i,,) la mesure sur X(i, ,..., id) definie par fi( i, ,..., id). La mesure 
m(i, ,..., id) est positive et on a, 
s (1 + ll~l12r W+ ” dm(i,,..., id) 
<a s Rd(l +xf,+ ... +x~~)-‘d+‘)dx;,...dx,,< +oo. 
I1 resulte alors de ce qui precede que m est temptrte. 
(b) On suppose que X est fermi dans C”. Comme en (a), on va 
dtmontrer que m est temper&e. Soit (Y, w, F) un triplet definissant m. Puis- 
que X est afhne et que F est tini, Y est afhne. Soit (pl ,..., pr) une famille 
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gtneratrice de l’algebre des fonctions regulieres sur Y qui sont definies sur 
R. L’application x+-+ (pr(x),..., p,(x)) de Y dans C’ est un isomorphisme, 
delini sur [w, de Y sur une sous-variete algtbrique de C’, definie sur R et 
fermte dans Cr. En outre, l’ensemble des points reels de cette sous-variete 
de Cc’ est l’image de Y(R) par le morphisme ci-dessus. On note m’ la 
mesure positive sur Y(R) detinie par o. D’apres (a), il existe un entier 
positif k tel que l’on ait: J(l +P,(x)~+ ... +p,(~)‘)-~ dm’(x)< +oo. Soit 
q la fonction reguliere sur Y telle que pour x dans Y(R), on ait: q(x) = 
liF(x)l12. Puisque la restriction de F a Y(R) est une application continue 
propre de Y(R) dans X(R), q- l(K) n Y(R) est compact, pour tout compact 
K de R. D’apres 2.4, il existe une constante positive A et un entier positif 1 
tels que l’on ait: (1 +P,(x)~+ ... +pJ~)~)~cA(l +q(x))‘, pour tout x 
dans Y(R); done J(l+ 11x112))‘dm(x)< +oo. 
(c) On peut supposer que la fonctionp prend des valeurs positives 
sur R”. On note ‘II la projection (x1 ,..., x,, + ,) H (x, ,..., x,) de C”+ ’ dans @” 
et B I’adherence de X dans @” pour la topologie de Zariski. Soit Y l’ensem- 
ble des x de C+ ’ qui vtrifrent les deux conditions suivantes: 
x,+ ,p(rc(x)) = 1 et n(x) E K La sous-variett Y de U?+ ’ est dtfmie sur R! et 
fermee dans @“+ ‘. La restriction de rc a Y est un isomorphisme, dtfini sur 
R, de la variete Y sur l’ouvert principal x’ = {x E R; p(x) # 0) de F, or cet 
ouvert est contenu dans X et X est lisse; done Y est lisse. La restriction de rc 
a Y(R) est un homeomorphisme de Y(R) sur X’( IR). Soit m’ la mesure 
image de m par l’inverse de cet homtomorphisme. La mesure m’ sur Y(R) 
est reguliere. D’apres (b), il existe un entier positif k tel que l’on ait: f( 1 + 
XT+ ... +xi+,)“dm’(x)< + co. D’apres 2.4, il existe un reel positif A et 
un entier positif a tels que l’on ait: 1 +p(x)’ +p(x)*l[xII 2 < A( 1 + I(xII *)O, 
pour tout x dans z(R); done s( 1 + Ilxli’)p(x)‘” dm(x) < + 00. 
2.7. LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 2.6). On note 
X(R) l’adherence de X(R) dans R” pour la topologie de Hausdorff On con- 
sidere sur X(R) la topologie induite par la topologie de Hausdorff de R”. Soit 
q une fonction continue sur X(R) qui coincide sur un ouvert de Zariski de 
X(R) avec une fonction rationelle sur X. On suppose que la fonction q 
s’annule en tout point de X(R) oti p s’annule. 
(i) Pour k entier posittf assez grand, la fonction rationnelle qk/p sur 
X(R) se prolonge en une fonction continue sur X( IL!), identiquement nulle sur 
X@)\W). 
(ii) Pour k entier posittf assez grand, la mesure (qlk m est temphee. 
On peut supposer que la fonction q prend des valeurs positives ou nulles 
et que p prend des valeurs positives ou nulles sur R”. On utilise sur R” la 
norme euclidienne usuelle: x H [Ixil. 
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(i) Si q est nulle, l’assertion (i) est Claire. Dans ce qui suit. on sup- 
pose q non identiquement nulle. Si Y et r sont des reels positifs, on pose: 
m(r, t) = inff p(.x); .YE X(R), 11. Y d r, rq(x) 3 1 1. Puisque q s’annule en tout I/ 
point od p est nul, m(r, t) est strictement positif et fini lorsque r et t sont 
assez grands. L’ensemble {(r, t, m, x) E 52 x R x 52 x KY; x E X(R), /I.Y/~ < r, 
tq(x) 3 1, p(x) = 112) est une partie semi-algebrique de R. x R x R x R”. 
D’apres le thtoreme de Tarski-Seidenberg, l’image S de cette partie semi- 
algebrique de [w x [w x R x R” par la projection (r, t, m, x) H (r, t, m), est 
une partie semi-algebrique de R x I&! x R. Un raisonnement analogue a celui 
de 2.4 prouve qu’il existe un polynome Q(R, T, M) tel que pour r et t assez 
grands, on ait: Q(r, t, m(r, t)) = 0. Soit r un reel positif assez grand. 11 existe 
un polynome irrtductible Q’ a deux variables T et A4 qui divise Q(r, T, M) 
et pour lequel on a: Q’(r, m(r, t)) = 0 lorsque I est assez grand. Utilisant un 
dtveloppement de Puiseux, on trouve des constantes A(r) et u(r) telles que 
l’on ait: m(r, t) = A(r) tucr’( 1 + 0( 1)) quand t tend vers + co. On remarque 
que si r est assez grand, m(r, t) tend vers 0 quand t tend vers + =cj. 11 existe 
deux couples d’entiers positifs ou nuls (a, h) et (a’, h’) qui verilient les 
conditions suivantes: a # u’, II + h < deg( Q’), a’ + h’ < deg( Q’) et a( r ) = 
(h’ - h)/(u - a’). Puisque le degre de Q’ est inferieur ou Cgal au degre total 
de Q, il existe un entier positif a tel que pour r assez grand, on ait: 
u(r) 3 -u. Soient x un point de X(R) en lequel p est nul et x0, x, ,..., une 
suite de points de X(R) qui converge vers x et telle que (qp)(x,,), 
(WN-X, L soient tous non nuls. Soit r un reel positif qui satisfait les con- 
ditions ci-dessus et pour lequel on a: llx/l dr, llxOll d r, Ilx,/I Gr,.... D’apres 
ce qui precede, il existe une constante positive A’(r) telle que pour n assez 
grand, on ait: p(x,) > A’(r) 4(x,,) pu’T). Puisque q(x,) tend vers 0 quand n 
tend vers l’inlini, q(x,)“+ ‘/p(x,) tend vers 0 quand n tend vers l’inlini. Par 
suite, la fonction q”+ ‘/p sur X(R) se prolonge en une fonction continue sur 
X(R), identiquement nulle sur l’ensemble des zeros de p dans X(R). 
(ii) Soit I un entier positif tel que la mesure p’m soit temperee. Soit k 
un entier positif tel que la fonction rationnelle qk/p sur X(R) se prolonge en 
une fonction continue sur X(R). D’apres 2.6 et (i), 1 et k existent. Soit j un 
entier superieur ou &gal a kl. On note F la fonction qj/p’ sur X(R). Si F est 
born&e sur X(R), il est clair que la mesure q’m est temptree. Dans ce qui 
suit, on suppose F non bornte. Pour r reel positif, on pose: m(r) = 
inf{ 1 + llxll*; x E X(R), F(x) > r ). Par un raisonnement analogue a celui de 
2.4, la consideration de l’ensemble {(r, m, x) E R x R x X(W); F(x) 2 r, 
m = 1 + Ilxll’} conduit a une estimation de la forme: m(r) = Ar”( 1 + 0( 1)) 
quand r tend vers l’infini. Le reel a est strictement positif. En effet, dans le 
cas contraire, il existerait une suite x0, x1,..., de points de X(R) qui con- 
verge vers x et telle que F(x,) tende vers l’inlini quand n tend vers l’inlini. 
Ceci est absurde car F est continue sur X(R). Soit h un entier positif tel que 
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j( 1 + lIxl/‘) ‘p’(x) &r(x) < + co. Soit c un entier positif plus grand que 
h + (l/a). D’aprb ce qui precede, il existe une constante positive A’ telle 
que l’on ait: F(x) 6 A’( 1 + IIxII~)~‘~ pour x dans X(R). On a: 
J‘ (1 + Ilxl12)-” q’(x) dm(x) d A’ J- (1 + IIx~~2)c(“~)--“‘~‘(x) &l(x) < + co; 
done la mesure q’m est temperee. 
2.8. PROPOSITION (Les notations et les hypotheses sont celles de 2.6). Si 
X(R) est une partie fermPe de R”, pour la topologie de Hausdorff de KY, 
alors la mesure m est tempht?e. 
On peut trouver une fonction reguliere p sur C” qui est identiquement 
nulle sur le compltmentaire de X dans son adherence dans @” et qui ne 
s’annule pas sur X(R). En prenant la fonction q = 1, on voit que l’assertion 
resulte de 2.7(ii). 
2.9. Dans ce paragraphe k designe un corps algebriquement clos de 
caracteristique zero. Soit a une algebre de Lie resoluble sur k. Dans ce 
paragraphe, si x est dans a*, on Ccrira Z(x) au lieu de Z(a, x) (cf. 0.4). Soit 
A le groupe adjoint algebrique de a. Soit Q un ideal premier de S(a) 
invariant par A. On note V(Q) la variete des zeros de Q et P l’intersection 
des ideaux primitifs Z(x), x decrivant V(Q). Soit Q’ un ideal de S(a) 
invariant par A et contenant strictement Q. La variete V(Q’) des zeros de 
Q’ est contenue dans V(Q) et I’intersection P’ des ideaux primitifs Z(x), x 
decrivant V(Q’), contient P. Pour tout X dans a, la derivation 
u t, [X, u] = Xu - UX de U(a) laisse stable P et dtfinit par passage au 
quotient une derivation de U( a)/P. Nous dtsignerons par SZ( P) l’ensemble 
des elements de U(a)/P invariants par le radical unipotent de A (cf. 0.7). 
PROPOSITION. Avec les notations et les hypoth&es pr&hdentes, on a /es 
assertions suivantes: 
(i) L’idPal P de U(a) est premier et est strictement contenu dans P’. 
Notons b [‘ensemble des blPments de a qui commutent aux &!ments de 
SZ( P). 
(ii) Le sous-espace vectoriel Z(P) de l’espace vectoriel U(a)fP est 
engendrP par les t%?ments de U(a)/P qui sont semi-invariants sous l’action de 
A. En outre, b coihcide avec l’intersection des noyaux des poids des semi- 
invariants de U(a)JP, sous lhction de a. 
(iii) L’idbal Q de S(a) est engendrP par S(b)n Q. Posons 
P, = U(b) n P. L’alggbre U(b)/P, s’identifie ir une sous-algtbre de U(a)/P. 
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(iv) Le centre de U(b)/P, contient SZ(P). 
(v) Si u est duns SZ(P), il existe une ,fonction rationnelle et une 
seule, p(u), sur V(Q) qui est caracte’risee par la condition suivante: si x est 
dans V(Q) et si x0 est sa restriction a b, alors u -p(u)(x) E Z(b, x,)/P,. En 
outre, I’application u ++ p(u) est un monomorphisme dhnneaux et son image 
engendre le corps des fonctions rationnelles sur V(Q), invariantes par le 
radical unipotent de A. 
(vi) Soit u duns SZ( P). La fonction rationnelle p(u) sur V(Q) est 
identiquement nulle sur V( Q’) si et seulement si u appartient a P’/P. 
(vii) II existe des fonctions regulieres sur V(Q), non nulles, identi- 
quement nulles sur V(Q’) et semi-invariantes pour lhction de A duns V(Q). 
Soit p une telle fonction. Alors il existe u duns SZ( P), non nul, semi-invariant 
pour I’action de A duns SZ(P) et tel que la fonction rationnelle p(u) s’annule 
en tout point de V(Q) ou p est nul. 
(i) resulte de [26, proposition 6.61 et [26, corollaire 6.71. 
(ii) I1 est clair que SZ(P) contient tous les semi-invariants de U(a)/P 
sous I’action de A. Puisque le radical unipotent de A est un sous-groupe 
invariant de A, SZ(P) est stable par A. Soit T un tore maximal de A. Si u 
est dans SZ(P), le sous-espace vectoriel de U(a)/P engendre par l’orbite T. 
u est contenu dans SZ(P) et de dimension fmie; done u est somme de semi- 
invariants de U(a)/P sous l’action de A. 11 est alors clair que b coincide 
avec l’intersection des noyaux des semi-invariants de U(a)/P sous l’action 
de a. 
(iii) resulte de [30, proposition 3.71 
(iv) resulte de [3, lemme 6.51 et de [3, satz 6.11. 
(v) On note V( Q n S(b)) la varitte des zeros de l’idtal Q n S(b) de 
S(b). Soit u dans SZ(P). D’apres (iv) et d’apres [ll, Proposition 2.6.51, 
pour tout x dans V(Q n S(b)), il existe un scalaire unique p’(u)(x) pour 
lequel u -p’(u)(x) E Z(b, x)/PO. Puisque u est invariant par le radical 
unipotent de A, la fonction x HP’(U)(X) sur V(Q n S(b)) est invariante par 
le radical unipotent de A. 11 resulte de [ 11, lemme 6.4.11 et de [ 11, 
lemme 6.4.31 que la fonction x HP’(U)(X) est rationnelle. On note p(u) la 
fonction sur V(Q) definie par p(u)(x) =p’(u)(x,) si x0 est la restriction de x 
A 6. D’apres ce qui precede, la fonction p(u) est rationnelle et invariante par 
le radical unipotent de A. En outre, elle verilie la condition de l’assertion. 11 
est clair que l’application u ++ p(u) est un homomorphisme d’anneaux. Si u 
est dans SZ(P) et si p(u) = 0, alors, d’apres (iii), pour tout x dans 
V(Q n S(b)), u E Z(b, x)/PO; or, d’aprbs [ 11, lemme 6.511 et d’apres (iii), P, 
est l’intersection des ideaux I(b, x), x dtcrivant V(Q n S(b)); done u est nul. 
I1 rtsulte de [ 30, Sect. 5.1-J que l’image de p engendre le corps des fonctions 
rationnelles sur V(Q), invariantes par le radical unipotent de A. 
CARACTkRES DES GROUPES DE LIE 111 
(vi) On note V( Q’ n S(b)) la varitte des zeros de l’ideal Q’ n S(b) de 
S(b). Soit u dans X(P). On remarque que l’ensemble des restrictions a b 
des elements de V(Q’) est partout dense dans V(Q’ n S(b)). Par suite, 
d’apres la continuitt de l’application de Dixmier, la fonction p(u) est identi- 
quement nulle sur V(Q’) si et seulement si u appartient a Z(b, x) pour tout 
x dans V( Q’ n S(b)); or, d’apres [ 11, lemme 6.5.11 et d’aprb la continuite 
de l’application de Dixmier, P’ n U(b) est l’intersection des ideaux Z(b, x), x 
decrivant V(Q’ n S(b)); done p(u) est identiquement nulle sur V(Q’) si et 
seulement si u est dans P’/P. 
(vii) Soit q une fonction reguliere sur V(Q), non nulle et identi- 
quement nulle sur V(Q’). L’espace vectoriel engendre par l’orbite de q sous 
l’action de A est de dimension tinie et contenu dans Q’/Q. Le groupe A 
ttant irreductible, cet espace contient un semi-invariant non nul. On le note 
p. D’apres (v), il existe deux elements non nuls u et u de SZ( P) tels que p 
soit egal a p(u)p(u)-‘. Puisque tout Clement de SZ(P) est somme 
d’elements semi-invariants pour l’action de A dans SZ(P), de l’egalite 
p(u) =p( u) p resulte une egalite p(u’) = p(u’) p ou U’ et u’ sont des elements 
non nuls de SZ(P), semi-invariants pour l’action de A. La fonction p(u’) 
s’annule en tout point de V(Q) ou p est nul. 
2.10. Soient a, une algebre de Lie resoluble reelle, a son com- 
plexifie et A le groupe adjoint algebrique de a,. Dans ce paragraphe, si x 
est dans a*, on tcrira Z(x) au lieu de Z(a, x). Soit G un sous-groupe algebri- 
que, irreductible, detini sur &I, du groupe des automorphismes de a, et con- 
tenant A comme sous-groupe invariant. Soit U le radical unipotent de G. 
Soit f dans a,*. Designons par Q l’ensemble des fonctions regulieres sur a* 
qui sont identiquement nulles sur iG(C) .f: Le groupe G Ctant irreductible, 
Q est un ideal premier. Le groupe A &ant un sous-groupe invariant de G, 
Q est invariant par A. On reprend alors les objets V(Q), P, SZ( P), b de 2.9 
qui se deduisent de la donnee de Q. 
LEMME. On reprend les notations prkckdentes et on utilise l’application 
u H p(u) dt!finie par lhssertion (v) de la proposition 2.9. 
(i) Pour x dans a,*, l’idPa1 primitif Z(ix) est invariant par l’involution 
UH u* (cf: 0.5). 
(ii) L’idt!al P est invariant par l’involution u H u*. Cette inuolution 
dkfinit par passage au quotient une involution de U(a)/P, notke aussi u H u*. 
(iii) Le sous-anneau SZ(P) de U(a)/P est stable par l’inuolution 
u H u*. En outre, pour u dans SZ( P) et x dans G( IR) . f, on a: 
p(u)(ix)=p(u*)(ix) (Z est le nombre complexe conJug& de z). 
(iv) Posons: b, = a,, n b. Le sous-espace b de a est engendrt par b, et 
b, est un idkal de a,, invariant par G(R). 
580/72/1-E 
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(v) On suppose qu’il existe une mesure relativement invariante sw 
G(R). f  dont le multiplicateur est la valeur ahsolue de la restriction tr G(R) 
d’un caracthe rationnel de G. On la note m. Alors il existe un PEment u de 
SZ(P), semi-invariant pour lhction de UA dans SZ(P), qui vPrifie les trois 
conditions suivantes: 
(1) u=u*. 
(2) la restriction de p(u) d iG(R) .f est positive et strictement 
positive en if: 
(3) pour toute fonction rkgulitre q sur G(C). f qui prend des valeurs 
positives sur G(R) .f, pour tout entier 1 positif assez grand, la 
mesure p(u’)(ix) q(x) dm(x) est temp.&&e. 
(i) On dksigne par u H U l’unique automorphisme antilintaire de U(a) 
qui prolonge la conjuguaison de a et par u H B l’antiautomorphisme prin- 
cipal de U(a). D’aprb [ll, 6.6.51, pour tout x dans a*, Z(x) -=I( -x). 
Soit x dans a,*. Soit 6 une polarisation en x. On note L l’idCa1 A gauche de 
U(a) engendrit par les ClCments X- i(x, X) - $tr ad(X; a/l))(Xe 6). L’idCal 
Z(ix) est le plus grand idkal bilatkre contenu dans L. L’image E de L par 
l’automorphisme antilintaire u H U est l’idCa1 A gauche engendri: par les 
Cltments x+ i(x, F) - (l/2) tr ad(X, a/l)) (XE h). Puisque 5 est une 
polarisation en( - ix), l’image de Z(ix) par l’involution u H U est Z( - ix); 
done, d’aprks ce qui prkdde, Z(ix) est stable par l’involution u I-+ u*. 
(ii) Si p est une fonction rtgulibre sur a*, nulle sur iG(R) .f, la 
fonction rkgulikre g H p( ig . f) sur G( C ) est nulle sur G(R); or, d’aprks [ 27, 
corollaire, p. 441, G(R) est dense dans G; done p appartient A Q et iG( W) .f 
est dense dans V(Q). 11 rksulte alors de (i) et de la continuitt: de l’ap- 
plication de Dixmier que P est stable par l’involution u H u*. 
(iii) et (iv). I1 est clair que l’action de G(R) dans U(a) commute avec 
l’involution u H u*; or, d’aprts [27, corollaire, p. 441, l’ensemble des points 
r&els du radical unipotent de A est dense dans le radical unipotent de A; 
done SZ(P) est stable par l’involution u H U* de U(a)/P. Puisque le radical 
unipotent de A est un sous-groupe invariant de G, SZ(P) est stable sous 
l’action de G dans U(a)/P; done b est un idkal de a, invariant par G. Soient 
X, et X, dans a, tels que X, + ix, appartienne A 6. Si u est dans SZ(P), 
u+u*, (-i)(u-u*) sont dans SZ(P) et 2u=(u+u*)+i(-i)(u-u*). Si v 
est dans SZ(P) et si v= v*, on a: 0= [X, v] = [X,, v] + i[X,, v] et 0= 
[X, v]* = -[X,, v] + i[X,, v]; done [X,, v] = [X,, v] =0 et X,, X, 
appartiennent A 6. Soient u dans SZ(P), x dans G(R) .fet x,, sa restriction 
A b,. Comme en 2.9, on pose P,= Pn U(b). Par dkfinition, u-p(u)(ix) et 
u* -p(u*)(ix) sont dans Z(b, ix,)/P,. La dkmonstration de (i) prouve que 
Z(b, x0) est stable par l’involution UH u*; done p(u)(ix) =p(u*)(ix). 
(v) On considbre sur a* et sur V(Q) la topologie de Hausdorff. En 
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particulier, on designera par G(R) .f l’adherence de G(W) .f pour cette 
topologie. On rappelle que [ 11, lemme 6.4.11 et sa demonstration prouvent 
que pour tout u dans SZ(P) la fonction x HP(U)(X) sur V(Q) est continue. 
On note Q’ l’ideal des fonctions regulieres sur V(Q), identiquement nulles 
sur V(Q)\iG .J La demonstration de 2.9(vii) prouve qu’il existe p dans 
Q’\Q, semi-invariant par UA et un element non nul u de SZ(P), semi- 
invariant pour l’action de UA dans SZ(P), pour lequel la fonction p(u) 
s’annule en tout point ou p est nul. On pose v = U*U et on note p’ la 
fonction reguliere sur V(Q) pour laquelle p’(x) = 1 p(x)1 *, pour tout x dans 
iG(R).f: D’apres l’assertion (iii), p(v)(x)= Ip(u)(x)l’ pour tout x dans 
iG( W) .f; done la restriction de p(v) a iG( W) .f est nulle en tout point oti p’ 
s’annule. En outre, u ttant non nul, les restrictions de p(u) et p(v) a 
1’G(lR) .f sont non nulles car d’apres la demonstration de (ii), iG(R) .f est 
dense dans V(Q) pour la topologie de Zariski. Soit g dans G(R) tel que 
p(v)(ig .f) soit non nul. D’apres la demonstration des assertions (iii) et (iv), 
G agit dans SZ(P). On pose: w  = g- 1 . u. Si x est dans V(Q) et si x0 est sa 
restriction a b, u-p(v)(x)~Z(b,x~); doncg-‘.u--p(v)(x)EZ(b,g~‘.x,,) et 
on a: p(w)(g-’ .x)=p(v)(x). Par suite, la restriction de p(w) a iG(R).fest 
positive, strictement positive en if et s’annule en x si p’(g . x) = 0. La 
fonction reguliere x t+P’( g. x) sur V(Q) appartient a Q’; done d’apres 2.2, 
2.3, et 2.7, pour toute fonction regulitre q sur G .f et pour tout entier 
positif 1 assez grand, la mesure p(w')(ix)lq(x)) dm(x) est temper&e. Enfin, w  
est semi-invariant pour l’action de UA dans SZ(P) car UA est un sous- 
groupe invariant de G. 
3. TRANSFORMATION DE FOURIER ET INT~GRALE INVARIANTE 
Les notations introduites en 3.1. seront utilisees tout au long de ce 
chapitre, avec les mCmes hypotheses. 
3.1. Soient g une algebre de Lie reelle, algebrique, a un ideal 
algebrique de g et r le radical de a. Soient 9 le groupe adjoint algtbrique de 
g, @ le radical unipotent de Y et W le sous-groupe algebrique de 9 
correspondant a la sous-algebre de Lie r de g. Soit S une forme lineaire sur 
r. On suppose que le radical unipotent de S(f) est contenu dans @ et que 
les tores maximaux, d&finis sur R, du radical de S(f) ont leur partie 
deployee contenue dans le radical de Y. Soit 9 un facteur reductif de Y, 
detini sur R, qui contient un facteur rtductif de S(f). D’apres (21), un tel 
facteur riductif existe. On note B la sous-algebre de Levi-MalEev de a, 
stable par 2 et Y le groupe adjoint algebrique de s. Soit Y(f) l’image de 
z(f) par le morphisme canonique de 5? dans Y. La sous-algebre de Lie 
de 5 correspondant a Y(f) est &gale a s(f). I1 resulte de l’hypothtse faite 
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surf que s(f) est reductive dans 9. On supposera que 5(f) n’est pas com- 
mutative. On note G, U, R, L, S, S(J) l’ensemble des points reels des 
groupes 9, +I!, 9, 9, 9, Y( f ), 0 l’orbite R .fet /I la mesure canonique sur 
0, normalike comme en [ 1, (2.6), chapitre II]. 
LEMME. Avec les notations preddentes, on a les assertions suivantes: 
(i) Le groupe algehrique 9 est isomorphe au produit semi-direct des 
groupes algebriques 9 et 42. 
(ii) Le groupe G est isomorphe au produit semi-direct des groupes L 
et U. 
(iii) Le groupe G(f) est isomorphe au produit semi-direct des groupes 
L(f) et u(f). 
De la suite exacte de groupes alglbriques { 1) + & + 9 -+ 9 + { 1 }, on 
tire (i). Puisque 9(C) n%(C)= {l}, on a: G= LU, d’od (ii). Par 
hypothtse, a’(f) est le radical unipotent de Y( f ); or Y(f) est un facteur 
reductif de 9( f ); done le groupe algtbrique ‘?I( f) est le produit semi-direct 
de T(f) et @(f ). La demonstration de (ii) prouve (iii). 
3.2. LEMME. (Les notations et les hypotheses sont celles de 3.1). Les 
groupes L et G permutent les orbites de R duns f*. On note respectivement 
L(0) et G(0) les stabilisateurs de 0 duns L et G. 
(i) On a: L(O)=L(f)(LnR) et G(0) = G(f) R = 
L(O) Wf)(unR). 
(ii) La mesure /? sur 0 est invariante par G(0). 
(iii) Sur l’espace homogtne G/G(O) existe une mesure positive, 
relativement invariante dont le multiplicateur est la valeur absolue de la 
restriction a G d’un caractere rationnel de 9. 
On note gt+g l’appiication canonique de G sur G/G(O) et on choisit une 
mesure v, positive, relativement invariante sur G/G(O) qui vertfie la condition 
de (iii). 
(iii) Soit cp une fonction borelienne positive sur G .f: La fonction 
g++jo cpk.x) dB( ) x sur G est invariante a droite par G(0) et l’application 
v H jG,G(O) jo cpk . x) d/?(x) dv( g) est une mesure positive, relativement 
invariante sur lbrbite G .f: Son multiplicateur est Pgal a celui de v. On la 
notera u. 
(v) Soit A l’ensemble des points reels du sous-groupe algtbrique de $9, 
correspondant a l’ideal a de g. II existe une mesure invariante sur 
G(0) A/G(O) et une mesure positive, relativement invariante, de mul- 
tiplicateur egal a celui de v, sur G/G(O)A. 
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(i) D’apres 3.1, (i) on a: R = (L n R)( Un R). L’egalite G(0) = G(f) R 
est Claire. Les egalites de (i) resultent alors de l’assertion (iii) du lemme 3.1. 
(ii) rtsulte de ce que la forme symplectique sur r/r(f), delinie par f, est 
invariante par G(f). 
(iii) I1 est clair qu’il existe un caractere rationnel, defini sur R, de 
9( 0), @ dont la restriction a G(O), coi’ncide avec le caractere 
g H det Ad( g; g/g(f) + r); or par hypothese, la partie deployee du centre 
de 2(O), est contenue dans 9 C-I 9; done il existe un caractere rationnel p 
de 9, detini sur R, tel que pour tout g dans G(O),, on ait: p(g) = 
det Ad(g; g/g(f) + r). Puisque le sous-groupe G(O),, de G(0) est d’indice 
fini Ip(s)I = ldet A%; g/g(f) + r)L P our tout g dans G(0); done il existe 
une mesure positive relativement invariante de multiplicateur g H Ip( g)l 
sur l’espace homogene G/G( 0). 
(iv) resulte de (iii). 
(v) Pour tout X dans g(f), on a: tr ad(X; g/g(f)+r) = tr ad(X; 
g/g(f) + a) + tr ad(X; a/r) - tr ad(X; a(f)/r(f)). Puisque a est un ideal de g, 
on a: tr ad(X; a/r) = 0, pour tout X dans g; or pour tout X dans g et pour 
tout Y dans le radical de g, [X, Y] appartient a r; done d’aprb l’hypothese 
faite sur J tr ad(X; g/g(f) + a) = tr ad(X; g/g(f) + r), pour tout X dans 
g(,f) + r. L’assertion resulte de cette derniere tgalite. 
3.3. Soit n le plus grand ideal nilpotent de r. On note f’ la restric- 
tion de f a n. Le stabilisateur de f’ dans s(f) + r est s(f) + r(f’). Si X est 
dans s(f) + r(f’), r et r(f) sont invariants par ad X. Dans ce paragraphe, 
si X appartient a s(f) + r(f’), on ecrira u(X) au lieu de u(X, r/r(f)) (cf. 
0.3). 
LEMME. (Les notations et les hypotheses sont celles de 3.1 et 3.3). 
Posons V= V(a) n (5(f) + r(f’) +n) (cJ: 0.13). 
(i) Pour X duns V et Y duns n, X + Y appartient a V. 
(ii) II existe une fonction analytique et une seule P’ sur V qui verifie 
les trois conditions suivantes: 
(1) P’(O)= 1, 
(2) P’(X + Y) = P’(X) si X est duns V et si Y est duns n, 
(3) P’(x)2 = det u(X) si X est duns Vn (s(f) + r(f’)). 
(iii) II existe un supplementaire de r(f ‘) + n duns r, invariant par 
-w I 
Choisissons un tel supplementaire et notons le m. Designons par P la 
fonction analytique sur l’ouvert V + m de s(f) + r definie par les relations: 
P(X+ Y)= P’(X) si XE V et si YEm. 
116 JEAN-YVES CHARBONNEL 
(iv) L’ouuert V+ m de s(,f’) + r est invuriant par L(f) RU. 
(v) La ,fonction P posshde les deux proprieths suivuntes: 
(1) P(X+ Y)=P(X) si XE V+nr et si YErt, 
(2) P est invariante par L(f) RU et ne s’annule pas darts V + nt. 
(vi) I1 existe un ouvert W de a, contenant 0, contenu duns iv(a), 
invariant par G et tel que W n (s(f) + r) soit contenu duns V + m. 
Dans ce qui suit, on choisit un tel ouvert W. 
(vii) Soit D un operateur differentiel a coefficients constants sur r. On 
peut regarder D comme operateur dtfferentiel sur l’ouvert V+ m. Soient C 
une partie compacte de W et C’ l’ensemble des X de V + m pour lesquels il 
existe g darts G tel que g. X uppartienne a C + n. Alors la fonction D(P ’ ) 
est born&e sur C’. 
(i) D’apres le theoreme de Lie, toute valeur propre de ad(X+ Y) 
est somme d’une valeur propre de ad X et d’une valeur propre de ad Y, 
d’oti (i). 
(ii) La fonction XH det u(X) sur s(f) + r(f ‘) est analytique, ne s’an- 
nule pas sur Vn (s(f) + r(f ‘)) et prend la valeur 1 en 0; done il existe une 
fonction analytique et une seule P, sur Vn (e(f) + r(f ‘)) pour laquelle on 
a: P,(O) = 1 et PI(X)’ =det u(X). Si X est dans Vn (s(f )+ r(f’)) et si Y 
est dans n n (s(f) + r(f’)) les endomorphismes ad(X+ Y; r/r(f )) et 
ad(X; r/r(f )) ont les memes valeurs propres avec les memes multiplicitts; 
done la fonction YH P,(X+ Y) sur n n (s(f) + r(f’)) est constante. Par 
suite, il existe une fonction P’ et une seule sur e(f) + r(f’) + n pour 
laquelle on a: P’(X+ Y) = P,(X) si XE Vn (s(f)+r(f’)) et si Yen. 11 est 
clair que P’ est analytique et posdde les proprietes (l), (2), (3) de l’asser- 
tion. 
(iii) rksulte de ce que L(f) est rkductif. 
(iv) Si (A’, r) est dans a x RU, r. X- X appartient A n car c’est un 
element nilpotent de a; done d’apres (i), V+ m est invariant par RU. 
L’invariance de V+ m par L(f) rtsulte de ce que V et m sont invariants 
par L(f). 
(v) Si g est dans L(f), la fonction analytique X++ P’(g. X) sur V 
vCrifie les conditions (l), (2), et (3) de (ii); done P’ est invariant par L( f  ). 
Par suite, P est invariant par L(f). Si (X, Y, Z) est dans (Vn (e(f) + 
r(f’) + it)) x m x n, on a: P(X+ Y + Z) = P’(X+ Y) = P’(X) = P(X+ Y). Si 
(A’, r) est dans (V+ m) x RU, P(r . X) = P(X) car r. X-X appartient A n. 
(vi) Posons: W=+V(a)ns et W= [W + (4) Vn (r(f’) + n) + 
m] n f V(a). La partie W de a est ouverte dans a car IV’ est ouvert dans 5, 
Vn (r(f’)+ n) est ouvert dans r(f’)+n et a=s@ (t(f’)+ n)@m. Pour 
tout (X, Y) dans W x n, X+ Y appartient a W, done W est invariant par 
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RU. L’ouvert W’ de 4 est invariant par L. Si (g, X) est dans 
Lx[~(Vn(r(f’)+n))+m], g-X est dans t(Vn(r(f’)+n))+m car 
g. X-X est dans n; done W est invariant par G. Si X est dans 
Wn (s(f) + r), on a: X=x’+ Y+ Z avec (X’, Y, Z) dans e(f) x (r(f’) + 
n) x m; or d’apres le theoreme de Lie, tome valeur propre de ad(X’ + Y) est 
somme dune valeur propre de ad x’ et dune valeur propre de ad Y, done 
X appartient a V+ m. 
(vii) Soit X dans s(,f) + r(f’). D’apres le thtoreme de Lie, il existe des 
applications lineaires 1, ,..., 1, de lJW+r(f’) dans C telles que pour tout Y 
dans RX+ r(f’), la famille (I,(Y),..., I,(Y)) soit la famille des valeurs 
propres de ad( Y; r/r(f) j, comptees avec leurs multiplicitts. On notera aussi 
1 1 ,..., I, les prolongements lintaires de I,,..., f, a RX+ r qui sont nuls sur 
n 0 nt. Designons par $ la fonction analytique sur l’ouvert {ZE a=; 
IIm(Z)l < 271) de c qui v&lie les deux conditions suivantes: +(O) = 1 et 
$(Z?= (Z/2)/sh(Z/2). Pour tout Y dans (RX+r)n (V+m), on a: 
P-‘( Y)=@(/,(Y))...Il/(/,(Y)). Soient (e ,,..., e,) une base de r et x1 ,..., x, 
les coordonntes dans cette base. Pour j= l,..., n, I’operateur differentiel 
a/ax, peut-&tre regardt comme operateur differentiel sur RX+ r et on a: 
En raisonnant par recurrence sur l’ordre de D, on voit qu’il existe une 
fonction analytique F sur l’ouvert {(Z, ,..., Z,) E cp; IIm(Z,)I < 2n,..., 
IIm(Z,)l < 27~) de cp, ne dtpendant que de D, des restrictions de I, ,..., I, a r 
et telle que l’on ait: DP-‘( Y) = F(I,( Y),..., 1,(Y)) pour tout Y dans 
(RX+ r) n (I’+ m); done pour tout Y dans V, DP-‘( Y) = F(u,,..., up) od 
(0 I,..., up) est la famille, convenablement ordonnte, des valeurs propres de 
ad( z’; r/r(f)) comptees avec leurs multiplicites. Soit C” une partie com- 
pacte de i( ( V(a) n 5) + Vn (r(S’) + n)) telle que C soit contenu dans 
C” + m. Soit K une partie compacte de l’ouvert {Z E C; IIm(Z)l < 27~) de @ 
qui contient les valeurs propres des endomorphismes de a qui sont dans 
ad(C” + n). Soit (X, Y) dans (s(f) + r(f’) + n) x m tel que X+ Y soit dans 
C’. Puisque G = UL et que U. Z - Z appartient a n pour tout (u, Z) dans 
U x a, il existe g dans L tel que g. X appartienne a C” + n; or 
DP-‘(X+ Y)= DP-‘(X); done, d’apres ce qui precede, (DP-‘(X+ Y)l < 
sup{ IF(Z, ,..., ZJ; Z, E K ,..., Z, E K}. 
3.4. Soit (e, ,..., e,) une base de 5. Si X est dans 5, on note x1 ,..., x, 
ses coordonnees dans la base (e, ,..., e,) et on pose: l[Xll = (x: + . . . + xi)li2. 
De m&me, si m est une forme lineaire sur 5, on pose: llrnll = ( (m, e, )* + 
... + (m, e,)2)1’2. Dans ce paragraphe, c( dtsigne un element de N” et D, 
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est l’operateur differentiel 07”‘/?~T 6~: sur 5. On note q la fonction sur S 
definie par q(g) = llg. eJ’+ ... + /lg. e,,j12. On remarque que pour (X, g) 
dans 5 x S, on a: II g. X/(’ d q( g)l/XI/ 2. Soit I le rang de s(f). Soient h une 
sous-algebre de Cartan de s(f) et H son centralisateur dans S(f). On 
designe par x pi l’application canonique de S(f) sur S(f)/H et di une 
mesure positive sur S(f)/H, invariante par S(f). Si (cp, m, g, X) est dans 
a(5) x 5* x S x f)‘, on pose: 
WI; cp, m, g; J’) = I4W ‘I2 Is,,,,,, e’+, *‘cp(gx~ W di 
(cf. 0.14). On reconnait dans cette egalite une expression tres proche de 
l’integrale invariante d’HarishhChandra [ 32, 8.4.11. 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 3.1 et 3.4). 
(i) Soit K un sowgroupe compact de S. On note dk la mesure de Haar sur 
K de masse totale 1. Soit D, un ophateur differentiel ci coefficients constants 
SW 5, d’ordre p. Alors il existe une constante positive A telle que I’on 
ait: sup{ /D,(s, e ‘<“~k’X’dgk~X) dk); XE~} < A(C,,,.,sup(lD,qo(X)I; 
X~sj((l +q(g))(l + [lm//2))“‘2, pour tout (cp, m, g) dans 9(5)x5* xS. 
(ii) II existe des entiers positifs a, h, c et une constante positive A tels 
que pour tout ouvert relativement compact C de 5, on ait: sup{ I I(h; cp, m, g; 
WI; Xdf}UA(sup{U + IIXII)“; X~C})(C,or,~b~u~{lD,cp(X)l; XE~)) 
(1 + q(g))(l + llm112)“, pour tout (cp, m, g) dans 9(C) x 5* x S. 
(i) Soit (cp, m, g) dans 9(s) x s* x S. On note (Pi la fonction 
XH q(g. X) sur 4. On remarque que pour tout j? dans N”, on a: 
I(D,+P,)(X)I d c l(D,cp)k.Wl llg.e,IIB’... lIg~e,IIBn 
l=l = ISI 
et 
ID,+ i<rn.X>( = I(m, e,)p . . . I(m, em)pe’<“‘.X); 
l/g. el II d 4(g)“‘,..., llg . emll d dgP*, 
I(m, el>l d llmll,-., I(m, e,>l d llmll; 
done d’apres la formule de Leibniz, il existe une constante positive A telle 
que I’on ait: 
sup{ lDx(e’<“3’>(Pg)(X)I; XE 5) 
GA c su~{lD,dJ’)l;X~~) ((1 +dg)f(l + Ilml12)Y”2. 
111 GP > 
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Pour tout (g, k, VI) dans S x Kx a*, on a: q(gk) <q(g) q(k) et II’k. m/l2 d 
llrnil 2 q(k); done pour tout (cp, m,g) dans g(s)xe* xS, on a: 
~u~{I(D,J,~‘(“~~~~) cp(gk.X)dk)l; XEZI} <A(sup{(l +q(k))? kEK}) 
(C1lll~psup(I~,cp(X)I; XE4))((1+4(8))(1+ Ilml12Y’2. 
(ii)(a) On introduit quelques notations. Soient g une algebre de Lie 
reductive rtelle de rang 1 et h une sous-algebre de Cartan de g. On designe 
par G l’ensemble des points reels du groupe adjoint algebrique de g et par 
H le centralisateur de h dans G. On choisit une mesure positive G- 
invariante sur G/H que l’on note dg et on pose: Z(g, h; cp; X) = Id,(X)1 ‘I2 
JGIH cp( g. A’) dg pour cp dans a(g) et X dans h’. D’aprb [ 32, 8.4.1.21, l’ap- 
plication cp H Z(g, h; cp; . ) de g(g) dans k@(h’) s’etend en une application 
lineaire continue de .Y(g) dans Q(t)‘). On designera cette extension par le 
m&me symbole. Revenons a s(f) et a sa sous-algebre de Cartan h. Soit 0 
une involution de Cartan de 5(f) qui laisse stable h. D’apres [31, 
Proposition 1.3.1.11 une telle involution existe. On designe par h l’ensemble 
des points fixes de 8 et par K le sous-groupe compact maximal de S(f) qui 
laisse f stable. On note p l’espace propre pour la valeur propre (- 1) de 8. 
Par un argument de descente dQ a Harish-Chandra [32, p. 1981, on va 
montrer que l’on peut se ramener au cas ou h n p n [s(f), s(f)] = 0. On 
reprend les notations de [32, p. 1981. On suppose h n p n [s(f), s(f)] non 
nul. On note 1 le centralisateur de h n p dans e(f). Soit q une sous-algebre 
de Lie parabolique de s(f) dont un facteur reductif est I. Soit n+ le radical 
nilpotent de q. On pose: m = I n f @ [I, I] n p. On remarque que h n f est 
une sous-algebre de Cartan de m. On designe par L le centralisateur de 
h n p dans S(S). On note dk la mesure de Haar de masse totale 1 du 
groupe K et on choisit une mesure de Haar dZ sur rt+. Si cp est dans 
975(f)), on note (Pi la fonction sur s(f) dtfinie par cpK(X) = SK cp(k. X) dk 
et qpx, ‘1 la fonction sur s(f) definie par (Pi, ,(X) = jn+ ‘pK(X+ 2) dZ. Les 
fonctions (Pi et (pK, q sont dans ,40(5(f)). Un calcul simple prouve que pour 
un choix convenable dune mesure invariante sur L/H, on a: Z(s(f), h; cp; 
X) = Z(I, h; (Pi, g 11; X) pour tout cp dans c4P(s(f)) et pour tout X dans h’. 
(b) On utilisera ici une structure euclidienne sur s pour laquelle les 
espaces [s(f), s(f)], 3(5(f)) n f, j(s(f))n p sont deux a deux 
orthogonaux et sa restriction a [5(f), s(f)] est definie par 8. On notera 
XH llX[l la norme euclidienne correspondante. D’apres [32, p. 1941, il 
existe des operateurs differentiels D, ,..., D, sur m, a coefficients constants, 
une constante positive A4 et un entier positif m tels que l’on ait: IZ(m, h n f; 
cp; X)1 <M~~=r SUP{(~ + II VII)” IDjq(Y)l; Yem}, pour tout cp dans 
.4P(m) et pour tout Clement X de h n f, regulier dans m. Dans ce qui suit, on 
regardera D, ,..., D, comme operateurs differentiels sur tout sous-espace de 
5 contenant m. Si cp est dans Y(1) et si T est dans h n p, on note (Pi la 
fonction sur I definie par cpT(X) = cp( T+ A’). Soit X dans 6’. Soit T l’element 
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de b n p tel que X- T appartienne A b n 1. L’tltment X- T de nr est 
rtgulier et on a: I(m, b n f; (p7. I m; X- T) = I(1, 6; cp; A’). Pour tout Y dans 
m n f, 11 Tf YIl 3 II Yl(; or, d’apris ce qui prkdde, pour tout cp dans 9’(I), 
on a lW,b; c~;~~Id~~~~,~~~{~~+Il~II~“l~,cp~~~~l; Y~nr}; done, 
Il(l, 5; cp; X)1 d M Xf= I sup{ (1 + II Yll)” 1 D,~D( Y)l; YE I}, pour tout cp dans 
9(l). Soit e un entier positif tel que S,,, + (1 + IJZI( ) -” dZ < + ~1. Si Y est 
dans I et si Z est dans n+, Y et Z sont orthogonaux pour la structure 
euclidienne sur s(.f); done II Y + Zll 3 sup( I/ Y/I, IlZlj) et 
(1 + II VI )” IDi(VK, y I IN VI 
d 
0 
(I+ II-a)- ‘a sup{(l+ II~II)“” ID,(PK(uI; ~EG)l> 
II + > 
pourj= I,..., k et pour cp dans 9(5(f)). Par suite, d’aprks (a), on a: 11(5(f), 
~~cP~X~l~M~~~~t~1+llzll~~“dz~C,k~~sUP{~1+IIUII~m+eX~I~Dj~~~~U)l~~ 
UE s(f) ) pour tout cp dans WGf)) et IZ(b; q, m, g; XI d M(J,,+( 1 + 
ll~ll~~‘~~~C~~~~~P{~~+II~II~“~‘~l~~~~~~~~~~~~~~l~ UES}, pour 
tout (cp, m, g) dans 9(s) x 5* x 5’. L’assertion rksulte alors de (i). 
3.5. Soit q une fonction rCguli&e sur 9’ telle que la restriction de q 
A G soit positive. D’aprks [2, corollaire 23, la variktk %/59(f) est afflne. En 
outre, elle est dkfinie sur R. Soit (q, ,..., qn) une famille gkkratrice de 
l’algkbre des fonctions rkgulikres, dtlinies sur W, sur C!?/%(f). 
LEMME (Les notations et les hypothkses sont celles de 3.1 et 3.5). On 
note F la fonction sur G/G(f) d f p C inze ar: F(x) = inf{ 1 + q(g); ge X}. Alors 
il existe un entier positif a et une constante positive A tels que I’on ait: 
F(x) < A( 1 + ql(x)* + ... + q,,(x)2)“, pour tout x dans G/G(f ). 
La fonction F ttant semi-continue supkrieurement, le lemme est clair si 
G/G(f) est compact. Dans ce qui suit, on supposera G/G(f) non compact. 
On pose pour r rkel positif, m(r)= supiF( 1 +ql(x)*+ ... +q,,(x)‘<rf. 
On dtsigne par p le morphisme canonique de la variktk G sur la varitti: 
g/‘%(f). L’ensemble {(r,m,g)ER x RxG; m<q(g)+ 1, r>(p*(q,)(g))*+ 
+ (p*(qJ g))’ + 1 } est une partie semi-algkbrique de R x 08 x End(g). 
Son image Z par la projection (r, m, g) I--+ (r, m) est une partie semi-algkbri- 
que de R’ x II& La fonction F atteignant son maximum sur toute partie com- 
pacte de G/G(f ), pour r assez grand, m(r) est fmi et (r, m(r)) appartient i 
I. Un raisonnement analogue $ celui fait dans la dkmonstration de 2.4 
prouve qu’il existe un polyn6me irriductible A deux variables, Q, tel que 
pour r assez grand, on ait: Q(r, m(r)) = 0. Utilisant un dkveloppement de 
Puiseux on voit qu’il existe des constantes A et a telles que l’on ait: m(r) = 
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Ar”( 1 + 0( 1)) quand r tend vers + co. Par suite, il existe une constante 
positive A’ et un entier positif a’ tels que l’on ait: F(x) < A’(1 + q’(x)* + 
. + q,(x)*)“‘. 
3.6. LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 3.1). (i) Soit 
X dam s(f ). La fonction r H (f, r -’ ’ X- X) sur UR est invariante h droite 
par (UR)( f ). Elle dkfinit par passage au quotient une fonction sur l’orbite 
UR .J: On notera F(x, X) sa valeur au point x de UR.f: 
(ii) Pour tout (X, t, h, x) duns s(f) x (L n R) x L(f) x (UR .f ), on a: 
F(t.x, X)=F(x, X) et F(h.x, h.X)=F(x, X). 
(i) Soit r dans UR. La differentielle en h de la fonction 
ht+ (I; h-‘r-‘. X- X) sur (UR)(f) est don&e par la forme lineaire 
YH (I; [hk’r-’ . X, Y] ) sur l’algebre de Lie de (UR)(f ). Soit Y dans 
l’algebre de Lie de (UR)(f). On a: (f, [hk’r-‘.X-X, Y])=O car 
hk’r-‘.X-Xappartient a r. On a Y= Y’+ Y” avec Y” dans ret Y’dans 
le cornmutant du centre de s(f ). Puisque X est dans s(f ), 
(f, [X, Y”])=O. Si x’ et x” sont dans s(f), (f, [[X’,X”], Y’])= 
(f, [[A”, Y’], X”]) + (f, [X’, [X”, Y’]]) =O; done (f, [X, Y’]) =0 car 
I’algebre de Lie s(f) est reductive. On dtduit de tout cela que la fonction 
h H (A h -‘r-I . X-X) est constante sur la composante neutre de 
((/R)(f). Si h est dans (UR)(f), on voit par recurrence sur n que: 
(f, h-‘r-’ . X-X)=(Ah-“r-‘. X-X)+(n-l)(f,X-h-‘.X); done 
d’apres ce qui precede, (f, h-‘r-‘.X-X)= (f, r-‘.X--X), pour tout h 
dans (UR)(f ). 
(ii) Pour tout (t, X) dans (L n R) x e( f )t . X= X; done F(t . x, X) = 
F(x, X) pour tout (x, X, t) dans (UR.f) x s(f) x (Ln R). Soit (h, t, u, X) 
dans L(f) x (L n R) x U x s(f ). Puisque L n R est contenu dans le centre 
de L, on a: F(htu.f, h.X)= (f, hu-‘h-‘.(h*X)-h.X); done F(htu.S, 
h . X) = F( tu .f, X). 
3.7. Faisant jouer a r et 9 les roles que jouent a, et A dans 2.10, 
les don&es r, W, Y, f definissent les objets P, SZ( P), u HP(U) de 2.10. 
D’apres l’assertion (iv) du lemme 3.2, il existe sur G .f une mesure 
relativement invariante, notee ,u. On choisit un element ZJ de SZ(P), semi- 
invariant pour l’action de &9%’ dans SZ(P) et veritiant les conditions (1 ), 
(2), (3) de 2.10(v). Soit dZ une mesure de Haar sur r. Si cp est dans 9(W) 
(cf. 3.3), on note L(cp; ., *, . ) la fonction sur L x U x s(f) detinie par: L(cp; 
g, u, X)=exp[iF(u.f, )X)] J,cp(g.X+Z) P~‘(X+Z)e’<g”‘~Z)dZ (cf. 3.3, 
3.6). Soit h une sous-algebre de Cartan de s(f ). On reprend les notations 
H, x w  1, d$ I de 3.4 et on pose: K(h; cp; g, U, X) = Id,(X)1 ‘I2 ISCfjIH L(cp; 
g, U, x. X) dz?, pour (cp, g, U, X) dans 9( W) x L x U x fj’. 
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LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 
3.6, 3.7). (i) Soit (cp, X) duns 9(W)xl)‘. Soit (g,g’, u, u’) duns 
LxLxUxU tel que gu.f’=g’u’.j: Alors K(f); 40; g,u,X)=K(t); cp; 
g’, u’, X). La function (g, u) H K( b; ~0; g, u, 2’) d@nit done par passage au 
quotient une fonction sur G.,c On notera R(l); cp; x, X) sa vaieur au point x 
de G.j: 
(ii) Pour m entier positf assez grand, la condition suivante est rPalisPe: 
pour tout cp duns 9(W), lafonction XH~~., I&I); ~0; x, X)1 p(u”‘)(ix) dp(x) 
sur 6’ est born&e et son support est reiativement compact dans 6. 
(i) Puisque P(x. X + Y) = P(X) pour tout X dans V+ m, pour tout x 
dans L(f) et pour tout Y dans n, on peut remplacer P-‘(x. X+ Z) par 
P - ‘(A’ + Z) dans l’integrale deiinissant K(b; cp; g, u, X). D’apres 3.1 (ii) et 
(iii), il existe (h, a) dans L(f) x U(f) tel que g’ =gh et u’ = h- ‘u/w. D’apres 
3.6(v), F(u’.f, x.X)=F(u.,J; /w-.X) pour tout x dans L(f); done K(f); cp; 
g, u, Xl = K(b; cp; g’, u’, Xl. 
(ii) On reprend les notations de 3.4. D’apres l’assertion (i) du 
lemme 3.1, il existe une fonction reguliere p sur $9 pour laquelle on a: 
Pku)=(l +dglfi))(l+ <x u ‘.e, -e,)*+ ... + (fiu-‘.e,,-e,,)‘) 
pour tout (g, u) dans L x U. D’apres 3.5, il existe une fonction reguliere r 
sur Y .,f telle que l’on ait: inf{ p(g); g .f = x} d r(x), pour tout x dans G ..f: 
Soient XH llxll une norme euclidienne sur r* et a l’entier positif u de 
l’assertion (ii) du lemme 3.4. Pour m entier positif assez grand, il existe 
un entier positif k pour lequel on a: Sc.r (1 + llxll 2))k p(u’“)(ix) 
r”(x) dp(x) < + co. Soit D l’operateur differentiel sur c qui veriiie la con- 
dition suivante: jr Dp(Z) e i<r,Z)dZ= (1 + ~[xII*)~ fr q(Z) ei<-‘,Z>dZ, pour 
tout cp dans 9(r) et pour tout x dans r*. D’apres la formule de Leibniz, 
pour toute fonction C”cp sur r et pour tout (A’, Z) dans e(f) x r tel que 
X+ Z appartienne a V+ m, on a: 
D(cp(Z) P-‘(X+ -VI 
=D,cp(Z) D’,P-‘(X+Z)+ ... + D,cp(Z) D:,P-‘(X+Z) 
oti D, ,..., 0; sont des operateurs differentiels a coefficients constants sur r. 
Soit cp dans 9(W). Soient C un ouvert relativement compact de 4 et C’ 
un ouvert relativement compact de r tels que l’ouvert C + c’ de a contienne 
le support de cp et soit contenu dans W. Pour j= l,..., m et u dans U, 
on note 1,9~(. , . ) la fonction sur B x r defmie par tij(X, Z) = D,cp(X + Z) et 
m(u) la forme lintaire sur B delinie par (m(u), X) = (f, u- ’ . X - X). 
Pour (g, u, X) dans L x U x h’, avec les notations de 3.4, on a: 
CARACTfiRES DES GROUPES DE LIE 123 
D’apres 3.3(vii) et 3.4(ii), il existe une constante positive A telle que l’on 
ait: (1 + llg~~fll~)~ I& cp; gu.f, X)1 $ Ap(gu)*, pour tout (g, U, X) dans 
Lx Ux h’; done I@h; cp; x, X)1 d (1 + IIxII’)-~ r(~)~ pour tout (x, X) dans 
G .,fx h’. Par suite 
<A s (1 + Ilxll’) k P(U”)(iX) f(x) 44x), G/ 
pour tout X dans h’. L’ensemble des valeurs propres des endomorphismes 
de g qui sont dans ad(C) est borne; done l’ensemble des X de h’ pour les- 
quels il existe g dans G tel que g. X appartienne A C est borne. Par suite, le 
support de la fonction XH~~.~ I&h; cp; x, X)1 p(u”)(ix) +(x) sur h’ est 
relativement compact. 
3.8. Soit f un id&al de s(f ), contenant [s(f ), s(f)]. Soit 8 une 
fonction bortlienne sur f, invariante par S(f) et telle que la fonction 
XH Id,(X)/ ‘I* e(X) soit localement bornee. Soit G’ un sous-groupe ouvert 
de G. On pose: R’ = R n G’, L’ = L n G’ et on note 0’ l’orbite R’ .f: Le 
groupe G’ permute les orbites de R’ dans r* et le stabilisateur G’(0’) de 0’ 
dans G’ est ouvert dans le stabilisateur G(0) de 0 dans G. D’apres l’asser- 
tion (iii) du lemme 3.2, il existe une mesure relativement invariante sur 
G/G( 0); done il existe une mesure relativement invariante sur G’/G’(O’). 
Soit &’ une mesure de Haar sur f. 
COROLLAIRE (Les notations et les hypotheses sont celles de 3.1, 3.3, 3.6, 
3.7, 3.8). Pour m entier positif assez grand les deux conditions suivantes 
sont rPalisPes: 
(1) pour tout g dans G, la mesure p(u”)(ig . x) dfi(x) est tempPrPe. 
(2) pour tout cp dans S(W), la fonction 
4*e(40, evIli&-, WI p(u”)(k. x1 
x cp g.X+Z) P~‘(X+Z)eiCR~“~Z)dZdj(x)dX 1 ( 
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sur G’ est invariante ci droite pur G’(0’) et dt!finit par passage au quotient 
une fonction sur G’JG’(0’) ahsolument intPgrahle pour toute mesure positive, 
relativement invariante, de multiplicateur &gal ti la restriction ir G’ de celui 
de v. 
( 1) Soit m un entier positif tel que la mesure p(P)(k) dp(x) soit tem- 
peree. D’aprts 3.2(iv), il existe g dans G tel que la mesure 
p(u”)(ig . x) d/l(x) soit temptrte et non nulle. On note x le caractere ration- 
nel de %.G@ tel que p(u”‘)(ir.x)=,y(r)p(u”)(ix), pour tout (x, r) dans 
G .fx UR. Pour tout (g’, r) dans G x UR, on a: p( zP)( ig’r .f) = x( g’rg’ ’ ) 
p(u”)(ig’ .f); or pour tout g’, g’rg’- ‘r-’ est dans U; done pour tout (x, g’) 
dans Ox G, on a: p(u”)(ig’.x)= (p(u”)(ig’.f))(p(u”)(ig.f))-‘p(u”’) 
(ig ’ x), d’ou ( 1). 
(2) On pose pour (cp, g, U) dans 9(W) x Lx U, 
K(Q; cp; g> u) 
=j O(X)exp[iF(uef,X)] j cp(g.X+Z)PP’(X+Z)e”““.6Z’dZdX. 
f r 
On remarque que G’ = L’U. Soient h,,..., h, un systeme complet de sous- 
algebres de Cartan de s(f), deux B deux non conjugdes. On note H, ,..., HP 
les centralisateurs de h,,..., h, dans S(f) et on choisit sur S(f)/H,,..., 
S(f)/H, des mesures invariantes d, ,..., d,. D’apres [32, 8.4.11, pour un 
choix convenable des mesures de Haar 6 ,,..., 6, sur h, n f ,..., h,, n f, on 
a: jt Ii/(X) dX= EC1 jcb;n fj Idi I’* jSff.),,,, $(x. X) dix SjX, pour toute 
fonction bortlienne positive $ sur f; done avec les notations de 3.7, pour 
tout (cp, g, U) dans 9(W) x L x U, on a: K(8; cp; g, u) = C/=, shin f Id,(X)1 ‘/’ 
e(X) k(h, ; VP; gu .J X) 6 X. En particulier, K(8; cp; g, U) ne depend que de 
gu -f: On notera x H &%; cp; x) la fonction sur G -f detinie par: 
&‘(e; cp; gu .f) = K(0; cp; g, u). D’apres (1) et d’apres 3.7(ii), pour m entier 
positif assez grand, les mesures p(u”)(ig x) dB(x) sont temper&es et pour 
tout cp dans 9(W), on a, 
.c, IO,, jt,:,t, IddX)l”* lo(X)I IR(bi; up; x, X)( p(u”)(ix) GiXdp(x) < + CO. 
Dans ce qui suit, on suppose que l’entier m verifie les conditions prect- 
dentes. Soit cp dans 9(W). Pour tout (x, X, g, U) dans 0 x e(f) x L x U, on 
a: (gu ’ x, g. X - gu . X) + F(x, X) = F(u . x, X); done d’aprb 3.3(v) et 
36(ii), on a: &hi; cp; g-x, X) = Id,(X)1 *I2 lSC/j,H, exp[iF(x, y- X)] x 
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S,cp(g.X+ 2) P-‘(X+ Z) ei(n’.Y,z) dZd,j, pour i= l,...,p, et pour tout 
(x, X, g) dans 0 x l),! x G. Soit v’ la mesure positive relativement invariante 
sur G’/G’(O’) pour laquelle on a: jG,.&(x) dp(x) = IG,,G,(08J so, $( g * x) 
d/?(x) dv’(g), pour toute fonction borklienne positive @ sur G’.f: Pour pres- 
que tout g dans G’, CpsI jo,ftb;r\f) l&-J31 ld~(-Vl”~ x l@b,; cp; g.x, WI 
SjXd~(x) est fmi; done d’aprks ce qui p&.&de, l,.&‘(B; rp; g.x)p(u”)(ig.x) 
d(x) = Jr e(x) 10, exp[iF(x,X)] Jr (p(g.X+Z) P-‘(X+Z) x ei<g-X.z> 
dZ da(x) AY, pour presque tout g dans G’ et 
j (I 
Go; cp; g. Xl p(u”)(ig~ x) db(x) dv’(d) 
G’/G’(O’) 0’ 
est fini. 
4. &JR L’INDLJCTION ET LES IDiAUX PRIMITIFS DANS 
L’ALGeBRE ENVELOPPANTE 
Les rksultats de ce chapitre sent dus d C. Moeglin. Dans ce chapitre, k 
dt-signe un corps algkbriquement cios de caractkristique z&o. 
4.1. LEMME. Soient g me algkbre de Lie sur k et b une sous-algt?bre 
de Lie de g. Soient i et j deux ideaux de U(b). Alors l’idt!al ind(i; bT g) 
ind(j; t, tg) est contenu dans ind (ij; l~Tg). 
Puisque l’idkal ind(j; IJ 7 g) est contenu dans l’idCa1 g gauche U(g)j, 
l’idtai ind(i; b T g) ind(j; $ T g) est contenu dans l’idCa1 A gauche ind(i; 
I)T g)j; done l’idkal ind(i; 519) ind(i; bT g) est contenu dans l’idkal A 
gauche U(g) ij. L’idCal ind(ij; t, T g) ktant le plus grand idCal contenu dans 
U(g) ij, ind(ij; bTg) contient ind(i; b Tg) ind(j; btg). 
4.2. Soient g une algkbre de Lie algkbrique sur k et G le groupe 
adjoint algkbrique de g. Soient a un idCal algkbrique de g et A le sous- 
groupe algkbrique de G correspondant B a. Soit r le radical de g. Soit I un 
idial primitif de U(a) dont on note p l’intersection avec U(r). D’aprb 
[ 10, thkorkme], il existe un id&al primitif q de U(r) vkrifiant n{ g. q; 
ge A 1 =p. On note H le stabilisateur de q dans G et @ son stabilisateur 
dans g. D’aprk le thkorkme de l’introduction de [20], il existe une unique 
orbite 0 de H n A dans l’ensemble des idkaux primitifs de U(JJ n a) 
telle que tout pointj de 0 vtrifie les deux conditions: j n U(r) = q et 
ind(j; b n a T a) = I. 
LEMME (Les notations et les hypothbes sont celles de 4.2). Soit p une 
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sous-alghhre de Lie alghhrique de g, contenant b et telle yue p + a = g. On 
suppose que I’idt!al i= ind(j; b n a t p n a) est primitif Alors l’idial 
ind(f(i, p); p n a r a) contient strictement Z(Z, 9) (cf 0.15). 
D’apres [ll, 5.1.111, ind(i; pnofo)=Z. Puisque g=p+o, ind(Z(i,p); 
p n a r a) est le plus grand ideal G-invariant contenu dans U(o) i; done 
ind(Z(i, p); p n a t a) = Z(Z, 9). Par suite, ind(i(i, p); p n a t a) contient 
f(Z, p). Supposons que ind(Z(i, p); p naTo)=Z(Z, g) et montrons que l’on 
aboutit a une contradiction. On note P le sous-groupe algtbrique de G 
correspondant a la sous-algebre de Lie p de g. On ecrit ici, pour f dans r*, 
Z(f) au lieu de I(r,f) (cf. 0.4). Soit V l’ensemble des x de r* tels que Z(x) 
contienne i(i, p) n U(r). Soit f’dans r * tel que Z(f) = q. Le groupe P Ctant 
irreductible, les composantes irreductibles de V sont invariantes par P. Si 
v’ est l’une d’elle, l’ideal premier j?( V’) = n { Z(X); .x E V’} de U(r) contient 
Z(q, p); done d’apres [30, corollaire 2.51, sa dimension est inferieure ou 
egale a celle de P .,f: Si dim v’ = dim P .,fi les quotients U(r)/p( V’) et 
U(r)/Z(Z(f), p) ont la m&me dimension de Gelfand-Kirillov, d’apres 
[30, corollaire 2.51; alors d’apres [4, 3.6; 26, theortme 6.5 et 
proposition 6.63, V’ = P .f: Si G. V ne contient pas G .A alors pour toute 
composante irreductible v’ de V, i’ideal premier n {Z(x); x E G. v’ ) est dis- 
tinct de Z(p, g), d’apres [26, theoreme 6.5 et proposition 6.61; or l’intersec- 
tion des ideaux primitifs Z(x) avec x dans G. V est egale a Z(p, g) car 
ind(i(i, p); p n a 7 a) = Z(Z, g); done G. V contient G .f: Puisque p contient 
h, p contient g(f) et pour tout x dans G .f la dimension de P. x est 
superieure ou tgale a celle de P .f; done d’apres ce qui precede, P .f est une 
composante irreductible de V. Par suite, &i, p) n U(r) = Z(i, p) n U(r); alors 
d’apres [ 10, theoreme] et [ 11, 6.6.14, (e)], f(i, p) est l’intersection d’ideaux 
primitifs i’ de U(p n a) tels que Z(i’, p) n U(r) = Z(i, p) n U(r). D’aprb 
[ 12, theoreme A], il existe une famille {k(h); b E B} d’idtaux primitifs de 
U(t) n a) veriliant les conditions: pour tout h dans B, k(b) n U(r)= q, 
ind(k(h); h n a 7 p n a) est primitif et fi { g * ind(k(h); h n a r p n a); b E B, 
gEP}=f(i,p). On pose: k=C){g.k(h); DEB, geH}. D’apres 
[12, lemme 3.31 et [ll, proposition 5.1.111, on a: Z(Z, g)=ind(&i, p); 
pnofo)=n{g.ind(k; f~ n at a), g E G}. On note U la k-algebre unitaire 
U(r) et V le U(r)-module a droite U(o). Le groupe G agit dans U et V. Ces 
deux actions sont rationnelles et compatibles au sens de [20, introduction]. 
D’apres [20, lemme 2.31, les sous-U-modules de V, U(o) k et U(o)( n{ g .j; 
g E H}) verifie les proprittes (H,) de la proposition de l’introduction de 
[20]. Par suite, il existe h dans B tel que k(b) appartienne a H .j, d’aprb 
[ 18, 4.61. Les quotients U(t) n o)/Z(k(b), h) et U(h n o)/Z(j, h) ont alors 
la mCme dimension de Gelfand-Kirillov; or, d’aprb la proposition de 
l’introduction de [20] et [20,2.4], n{g+k(b); gG HA P) contient 
fjfg..j; go Hn P} car Z(ind(k(h); bnarpn a), p) contient Z(ind(.j; 
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h n a 7 p n a), p); done d’apres [4, 3.61, k(h) appartient a l’orbite de j sous 
Hn P. Ceci est absurde car Z(ind(k(b); h n atp n a), p) contient stric- 
tement Z(ind(j; bnatpna), p). 
4.3. COROLLAIRE (Les notations et les hypotheses sont celles de 4.2). 
Pour tout entier positif 1, [‘id&al ind(i(i, p)‘; p n a T a) n’est pas contenu duns 
44 II)- 
D’apres 4.1, ind(i(i, p)‘; p n at a) contient (ind(i(i, p; p n at a))‘. 
D’apres 4.2, l’idtal ind(i(i, p); p n a t a) contient strictement l’idtal Z(I, 9); 
or Z(1, g) est premier; done (ind(i(i, p); p n a 7 a)) n’est pas contenu dans 
I(& 9 ), pour tout entier positif 1. 
4.1. Soit g une algebre de Lie sur k et h une sous-algebre de Lie de 
g. Remarquons que si r est un ideal de g, contenu dans h, alors a(h, U) = u 
pour tout u dans U(r) (cf. 0.4). 
COROLLAIRE. Soit g une algdbre de Lie algPbrique sur k. Soit a un idial 
algPbrique de g. Soit r le radical de a. Soit I un id&al primitif de U(a ). Soit q 
un id&l primitif de U(r) gPn&ique pour In U(r). Soit b le stabilisateur de q 
dans 9. Soit p une sowalgt?bre de Lie algPhrique de g contenant b et telle que 
p + a = g. Soit j un id&al primitif de U( IJ n a ) qui vPrifie les conditions suivan- 
tes: jn U(r)=q, ind-(j; pnafa)=I et [‘ideal i=ind”(j; bnatpna) de 
U(p n a) est primitiJ: Alors pour tout entier positif 1, l’idial ind “( f(i, p)‘; 
p n a 7 a) n’est pas contenu dans Z(Z, g). 
Le corollaire resulte de 4.3 et de ce qui precede. 
4.5. Soient g une algebre de Lie sur k et r un ideal resoluble. Soit .f 
dans r*. On suppose que g = g(f) + r et qu’il existe un ideal primitif I de 
U(g) qui vtrifie les deux conditions: 
(1) In U(r) = I(r,f) (cf. 0.4) 
(2) pour toute sous-algebre de Lie h de g, contenant r, l’ideal 
In U(h) est primitif. 
On designe par R le groupe adjoint algebrique de r et par 0 l’orbite de .f 
sous R. Si X est dans g, on note rX l’algibre de Lie r + kX et R, le groupe 
adjoint algtbrique de rX. Puisque r est un ideal resoluble, rX est une 
algebre de Lie resoluble. 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 4.5). Soit X dans 
g(f ). On note Ox l’orbite de R, duns r; telle que I(r,, 0,) = In U(r,). 
5X0:72,1 9 
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(i) La restriction ci 0, de la projection canonique de r,$ sur r* est une 
hjection. En outre: RX = RR,(,f) (Ie groupe R s’identifi:e au sous-groupe 
algkhrique de RX dont lblgt%rt~ de Lie est I’enveloppe algihrique de 
ad(r; rX)). 
(ii) Soit v  un Plkment dt> U(r) semi-invariant module In U(r) pour 
[‘action de r dans U(r). AIors E’tGment v  de U(g) est semi-invariant module I 
pour lhction de CJ dans U(y). 
(iii) II existe une forme linkaire f' sur 9, prolongeant f, invariante par 
g(f ), telle que pour tout X dans g(f ), la restriction de f' ci rX appartienne ci 
OX. 
(i) Soit fx dans 0, tel que la restriction A r soit tgale A J: D’aprks 
[ 11, 6.5.11, un tel fx existe. Si p est une fonction rtgulikre sur r;, identi- 
quement nulle sur R .fx, on a pour tout r dans R: 
oti p’(r fx) est la diffkrentielle de p en r. fx; or r ’ . X - X appartient A r et 
X.fx = 0; done (ad X) p est identiquement nul sur R .fx. Par suite, R .fx = 
R, .fx = 0,. Puisque X est dans g(f ), (f, r. X- X) = 0, pour tout r dans 
R,; done R,(f) = R,(f,), d’oti l’assertion. 
(ii) D’aprgs (i), toute fonction rtgulikre semi-invariante sur 0 est 
semi-invariante pour l’action de R, dans 0. I1 rtsulte alors de [30, 
proposition 5.1, (ii)] que v est semi-invariant modulo In U(r), pour 
l’action de R, dans U(r). Par suite, [Y, v] est proportionnel B v 
modulo In U(r), pour tout Y dans g car g = g(f) + r, d’oh l’assertion. 
(iii) Si A’ est dans g(f ), on note fx le point de 0, au-dessus de f: Par 
transport de structure, on voit que la fonction XH ( fx, X) sur g(f) est 
invariante par le groupe adjoint algtbrique de g( f ). Soit b une sous-alglbre 
de Lie r&soluble maximale de g( f ). L’algkbre de Lie b + r est rtsoluble et 
l’idCa1 In U(b + r) est primitif. On note B le groupe adjoint algtbrique de 
b + r et 0’ I’orbite de B dans (b + r)* telle que In U(b + r) = I(b + r, 0’). 
La dtmonstration de (i) prouve que la restriction g 0’ de la projection 
canonique de (b + r)* sur r* est une bijection de 0’ sur 0. Soit f, la forme 
linkaire sur b + r qui prolonge f et qui appartient A 0’. Si X est dans b et si 
b est une polarisation en f, , alors t, contient b et f~ n rX est une polarisation 
en la restriction de fi A r,; or Z(b + r, fi) n U(r,) = I(rX, fx); done d’aprb 
(i) et d’aprh [ 11, 5.1.143, fx est la restriction A rX de fi, pour tout X dans 
b. Soient 5 une sous-algkbre de LCvi- MalEev de g(f) et c une sous-algkbre 
de Cartan de 4 contenue dans 6. D’aprh ce qui prtdde, la restriction de f, 
i c est invariante par le groupe de Weyl de e; done f, est nulle sur c. Par 
suite, la fonction XH ( fx, X) est nulle en tout point rkgulier de 5 et f, est 
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nulle sur a n b. La forme lineairef’ sur g qui est nulle sur 5 et qui prolonge 
fi possede la proprittt de l’assertion. 
4.6. LEMME. Soit g une algebre de Lie algebrique sur k. Soient a un ideal 
algebrique de g et r le radical de a. Soit I un ideal primittf’de U(a). On note f 
une forme lineaire sur r telle que Z(Z(r;f), a)= In U(r) (cf: 0.3, 0.15). 
D’apres [ 11, 6.1.71 et [ 10, theoreme], une telle forme lineaire existe. Soit p 
une sous-algebre de Lie algebrique de g, contenant g(f) + a. Alors f(Z, p) 
contient i(Z, g). 
On note 9 le groupe adjoint algebrique de g. Soient ?? et d les sous- 
groupes algtbriques de 3 correspondant aux sous-algibres de Lie p et a de 
g. On suppose que l’assertion est fausse. 11 s’agit d’aboutir a une contradic- 
tion. 11 existe un ideal premier p de U(a), invariant par .9’(k), contenant 
Z(Z, p), tel que fi{g.p; gE%(k)} =Z(Z, g). D’aprb [19, corollaire 3.101, il 
existe I’ dans 9(k) . Z tel que Z(Z’, p) contienne p. On note d(. ) la dimension 
de Gelfand-Kirillov d’une k-algebre. Puisque Z(Z’, p) contient strictement 
Z(Z, p), d( U(a)/Z(Z’, p)) est strictement inferieur a d( U(a)/Z(Z, p)), d’apres 
(4, 3.6); or d’apres [ 19, proposition 3.121, d( u(a)/Z(Z, p)) = d(U(a)/Z) + 
dim(Y/g(Z)) et d(U(a)/Z(Z’, p)) = d( U(a)/Z’) + dim(.Y/Y(Z’)); done Z et Z 
ttant dans la m&me g(k)-orbite, dim(Y/Y(Z’)) est strictement inferieur a 
dim(Y/Y(Z)). Si g est dans g(k)(Z), alors g .f appartient a d(k) .f; done 
g(Z) est contenu dans 'S(f) A. Puisque p contient g(f) + a, Y(Z), est con- 
tenu dans 9; done dim(Y(Z)) est suptrieur ou Cgal a dim(Y(Z’)). Ceci est 
absurde car dim(8(1)) est strictement inferieur a dim(g(Z’)). 
4.7. LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 4.6). D’apres 
[ll, 6.5.121, le stabilisateur de Z(r, f) darts a est a(f) + r. D’apres le 
thtoreme de l’introduction de [20], il existe un idealprimitifi de U(a(f) + r) 
qui v&rifle les deux conditions suivantes: in U(r) = Z(r, f) et ind(i; 
a(f) + r 1 a) = I. Soit 2 le stabilisateur de i dans 9( f ). Alors le stabilisateur 
de I dans 99 est &gal a Xd. 
On a vu en 4.6. que g(Z) est contenu dans S(f) d. Soit g dans Y(k)(f ). 
D’apres le thtoreme de l’introduction de [20], g est dans 9(k)(Z) si et 
seulement si g. i appartient B &‘(k)(Z(r, f )) . i; done Y(Z) = X’&. 
Compte-tenu de ce qui a ete dit en 4.4, on remarquera que dans l’enonce 
du lemme, on peut remplacer l’induction usuelle par l’induction tordue. 
4.8. Soit k’ un sous-corps de k. Dans ce paragraphe, “groupe 
algtbrique” signifie “groupe algebrique dtfini sur k’.’ Si 3 est un groupe 
algebrique et si 9 est un sous-groupe algtbrique de Q, on dira que B est un 
sous-groupe parabolique de 9 si la variete Y/g est complete. D’apres [16, 
2.1.3, corollaire B], 9 est un sowgroupe parabolique de Y si et seulement 
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si .Y contient un sowgroupe de Bore1 de $9, non necessairement defini sur 
k’; done la relation “&tre sous-groupe parabolique de” est transitive. 
LEMME. Soient 3 un groupe algibrique irrPductible et .d un sous-groupe 
algbbrique, irrkductible, invariant de 9. 
(i) Si 9 est un sous-groupe parabolique de 9, alors 9 n d est un 
sous-groupe parabolique de .d. 
(ii) Si 2 est un sous-groupe algebrique unipotent de 9, alors la com- 
posante neutre de son normalisateur est contenue dans un sous-groupe 
parabolique de 3 dont le radical unipotent contient 2. 
(iii) Si 2 est un sous-groupe algibrique, irriductible de 3, alors il est 
contenu dans un sous-groupe parabolique de 3 dont le radical diployt con- 
tient celui de 2. 
(i) Soit Y un sous-groupe parabolique de 9. Par definition, la varittt: 
2919’ est complete. Puisque .Y’d/9 est fermtt dans 919, la variett 9dJ9 est 
complete; or les varietes .?J’,c4/9 et &/Y n .d sont isomorphes; done 9 n r;9 
est un sous-groupe parabolique de ~2. 
(ii) Soit 2 un sous-groupe algebrique unipotent de Y. On considere 
les deux suites de sow-groupes algtbriques irreductibles de Y, X0, $ ,..., et 
A,, % ti; ,..., dtlinies par la loi de recurrence: Z0 = 2, Ju;, est la composante 
neutre du normalisateur dans 9 de 2, ,yi”,+ , est le radical unipotent de Na 
et .A,; + , est la composante neutre du normalisateur de Xn+, dans 9. Ces 
deux suites de groupes algttbriques sont croissantes; done elles sont station- 
naires. On note 2 la reunion de y%, & ,..., et N’ la reunion de MO, A: ,.... 
Le groupe ..I/^’ est la composante neutre du normalisateur de 2 dans 9 et 
$9’ est le radical unipotent de JV’; done Z’ contient le radical unipotent 
de 8. 11 resulte alors [6, thtoreme 1, p. 1541 que .N’ est un sous-groupe 
parabolique de 9. 
(iii) Soit 2 un sous-groupe algtbrique, irreductible de 9, dont le 
radical deploye n’est pas contenu dans celui de 9. Dans ces conditions, le 
radical deployi: de 2 est contenu dans un sous-groupe algtbrique, irrtduc- 
tible, resoluble, deploy& de 9, invariant par 2 et dont le radical unipotent 
n’est pas contenu dans celui de 9. On considere deux suites 9&,, a,,..., et 
$3, fl ,..., de sous-groupes algebriques de 9 qui satisfont la loi de 
recurrence: & est le radical deployi: de 2, <YO est un sous-groupe paraboli- 
que de 9, contenant Z et dont le radical unipotent contient celui de 2, si 
.%$, est contenu dans le radical deployl de YH’,, 9” + , = Ye,, sinon 9& + , est 
un sous-groupe algebrique, irrbductible, resoluble, deploy& de YH, invariant 
par 2 et dont le radical unipotent n’est pas contenu dans celui de Y”,, gn+ , 
est un sous-groupe parabolique de gn’,, contenant 2 et dont le radical 
unipotent contient celui de 9$Tn + , . D’apres l’assertion (ii), deux telles suites 
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existent. La suite pO, g,,..., est stationnaire car elle est dkroissante. Son 
intersection est un sow-groupe parabolique de g, contenant 2, dont le 
radical dkployi: contient celui de &‘. 
5. &JR LES CARACTtiRES 
5.1. Soit G un groupe de Lie r&soluble connexe, simplement con- 
nexe d’algkbre de Lie g. Soient 7~ une reprksentation factorielle normale de 
G et 0 la R-orbite dans r* qui lui correspond [7, p. 1793. D’aprks [ 14, 
chap. II, lemme 11.11, l’annulateur de z dans U(g 0 @) est l’idtal primitif 
I(g @ @, i0). Dans ce paragraphe, on Ccrira Z(i0) au lieu de Z(g @C, i0). 
Soit u dans U(g@ @) semi-invariant modulo Z(i0). D’aprb I’assertion (v) 
du lemme 2.4, l’image de u dans U(g 0 UZ)/l(iO) dtfinit une fonction semi- 
invariante sur i0. On note p la fonction sur 0 qui lui correspond. D’aprts 
[7, proposition III(i)], il existe une mesure positive G-invariante sur 0. 
Soit p une telle mesure. On suppose que la mesure 1 pi fi est tempkrke. Soit 
n un idCal nilpotent de g, contenant [g, g]. Soit f dans 0. Si X est dans 
g(f ), on kcrira u(X) au lieu de u(X; g/g(f )) (cf. 0.3). D’aprks [ 17,4.2.1. I], 
il existe une fonction analytique et une seule, notCe P’, sur g(,f)+ n qui 
vkrifie les trois conditions suivantes: 
(1) P’(O)= 1, 
(2) P’( X + Y) = P’(X) si A’ est dans g(f) + n et si Y est dans n, 
(3) P’(X)* = det u(X) si X est dans g( f ). Soit V un ouvert de g, G- 
invariant, contenant 0 et contenu dans l’ensemble des X de g pour lesquels 
2nin(n E Z, n # 0) n’est pas la valeur propre de ad X. Soit P une fonction 
C” sur V, G-invariante, ne s’annulant pas et prolongeant la restriction de 
P’ i Vn (g(f) + n). Pour X dans g, on pose: j(X) = J(ad X). Soient dg une 
mesure de Haar A gauche sur G et dX la mesure de Haar sur g telle que 
d(exp X) =j(X) dX. 
LEMME (Les notations et les hypothkses sont celles de 5.1). Pour lout cp 
duns 9(G), l’opbrateur TC(U * cp) est un ophateur ri trace, relativement au 
facteur engendrk par n(G). I1 existe une trace t sur ce ,facteur pour laquelle 
on a: 
I(X(U * cp)) = 1 p(x) I cp(exp X)j(X) P-‘(X) ei<.“X> dXdp(x). 
0 !l 
La premikre partie de l’assertion rksulte de [7, lemme IV.21 et des remar- 
ques prtddant le lemme IV.3 de [7]. La deuxikme partie de l’assertion se 
dkmontre comme le lemme IV.4 de [7], en considkrant l’idtal g(f) + n au 
lieu de l’idttal g(f) + [g, LJ] et en utilisant [7, lemme IV.21. 
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5.2. Soient g une algebre de Lie reelle et r un ideal resoluble de g. 
Pour X dans g, on posej(X)=J(ad(X; r)). Soient G le groupe de Lie con- 
nexe, simplement connexe d’algebre de Lie g et R le sous-groupe analytique 
de G, d’algebre de Lie r. Soient dg une mesure de Haar B gauche sur R et 
dX la mesure de Haar sur r telle que d(exp X) =j(X) &. Soit 7c une 
representation unitaire irreductible de G telle que la restriction de n a R 
soit irreductible normale. On note 0 l’orbite de la representation coad- 
jointe de r, correspondant a la restriction de z a R [7, Proposition 1.2, SC]. 
Soit u dans U(r @I C) semi-invariant modulo I(r @ C, i0). D’apres 5.1, il lui 
correspond une fonction semi-invariante p sur 0. Soit fi la mesure 
invariante sur 0 normalisee comme en [ 1, 2.6, chap. II]. On suppose que 
la mesure IpI b est temper&e. Soit f dans 0. Si X est dans g(f ), on tcrira 
u(X) au lieu de u(X; r/r(f)) (cf. 0.3). Soit n le plus grand ideal nilpotent de 
r. On suppose qu’il existe un ouvert V de g, G-invariant, contenant 0, con- 
tenu dans V(g) (cf. 0.13) et une fonction analytique P sur V qui verifient 
les conditions suivantes: P(0) = 1, P(X)‘= det u(X) si X appartient a 
Vn g(f), X+ Y est dans V, P(X+ Y) = P(X) si (A’, Y) est dans Vx n, Pest 
G-invariante et ne s’annule pas dans V. La demonstration de l’assertion (iv) 
du lemme 3.6 prouve qu’il existe une fonction F sur 0 x g(f) pour laquelle 
on a: F(r.f, A’)= (,f, r ’ . X- X) pour tout X dans g(f) et pour tout r 
dans R. 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 5.2). Pour tout cp 
dans 9(exp V) et pour tout X dans g(f ), I’opkrateur JR u * cp(g exp X) 
z(g exp A’) dg est un opkrateur ci trace. En outre, il existe une forme IinPaire 
e sur g, invariante par g(f) telle que pour tout cp dans 9(exp V) et pour tout 
X dans g( f ), on ait: 
tr u * dg exp X) 4g ew Xl ds 
> 
= CWf ): Nf )I exp(i<e, X> + tr ad(X. r)) Jop(x) 
x exp(iF(x, X)) s cp(exp(X+ Z))j(X+ Z) x ei<‘,z) dZ dfl(x), 
r > 
oti [ R( f ): R( f )] est I’indice du stabilisateur rPduit de f dans R(f) [ 7, IB]. 
Soit X dans g( f ). On note h la sous-algebre de Lie RX+ r de g et H le 
groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algebre de Lie h. Soit T la 
representation unitaire irreductible de H qui d&it par passage au 
quotient la restriction de K au sous-groupe analytique de G, d’algebre de 
Lie h. Le sous-groupe analytique de H d’algebre de Lie r est isomorphe a R 
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car R est simplement connexe. Dans ce qui suit nous identifierons R et ce 
sous-groupe de H. La mesure sur H dtfmie par la fonctionnelle 
~~S~S~~(gexptX)e~“‘“~‘~~) dg d est une mesure de Haar a gauche 
sur H. Dans ce qui suit, nous utiliserons cette mesure. 
On note I l’annulateur de rc dans U(g @ C). Puisque la restriction de rc a 
R est irreductible, la demonstration de [ 12, thtoreme 7.21 prouve que pour 
toute sous-algebre de Lie p de g 0 @, In U(p) est un ideal primitif. On 
note e’ la forme lineaire sur g@C qui vtrifie les proprietes de l’assertion 
(iii) du lemme 4.5. Puisque In U(h@ C) est l’annulateur de z, d’apres 
l’assertion (i) du lemme 4.5 et d’aprb [ 14, chap. II, lemme II.1 1, (e’, X) 
est imaginaire pur; done il existe une forme lineaire e sur g pour laquelle 
(e’, Y) = i(e, Y), pour tout Y dans g. 
Soit (cp, c() dans g(exp V) x g(R). D’aprb 5.1, pour tout t dans R, 
I’operateur A(t) = e-r’rad(X;r) SR u * cp( g exp tX) rc( g exp tX) dg est un 
optrateur a trace. D’apres le theoreme du graphe ferme, l’application 
II/ H JR u * $(g) rc(g) dg de 9(R) dans L’(n) (cf. 0.9) est continue; or l’ap- 
plication t H (gt, cp(g exp tX)) de R dans 9(R) est continue; done l’ap- 
plication t H A(t) de R dans L’(n) est continue. Par suite, l’optrateur 
JR a(t) A(t) dt est un operateur a trace et sa trace est: SW a(t) tr A(t) dt. On 
note II/ la fonction sur H dtfinie par: Il/(g exp tX) = cp( g exp tX) a(t) si 
(g, t) est dans Rx IR. On a: SW a(t) A(t) dt=r(u * II/); done la represen- 
tation r est irreducible normale. Soient 0’ l’orbite de la representation 
coadjointe qui correspond a la representation z de H [7, proposition 1.2, 
So] et 8’ la mesure invariante sur 0’ normalisee comme en Cl, 2.6, 
chap. II]. D’apres l’assertion (i) du lemme 4.5, la restriction a 0’ de la pro- 
jection canonique de h* sur r* est un isomorphisme borelien de 0’ sur 0. 
On le note x’ I-+ x (x’ E 0’, x E 0). Pour toute fonction bortlienne positive y 
sur 0’, on a: so, y(x’) d/?‘(x’) = so y(x’) dp(x). Puisque la mesure IpI p est 
temperee, la mesure 1 p(x)1 d/?/(x’) est temperbe; done d’apres 5.1, d’apres 
[7, proposition I.41 et d’apres 4.5(ii), on a: tr r(u * II/) = [R(f): R(f)] x 
~Op(x)(~R fr +(exp(Z+ tX)) J(ad(Z+ tX)) P-‘(Z+ tX) e’cX’,Z+‘X)> dZdt) 
dfl(x). Pour tout (t, Z) dans R x r, on a: 
J(ad(Z+ tX))=j(Z+ tX), 
exp(i(x’, Z+ tX) = exp(it(e, X)) exp(iF(x, X)) exp(i(x, Z)) 
et 
Il/(exp(Z + tX)) = cp(exp(Z + tX)) a(t) 
car le support de II/ est contenu dans exp( Vn h); done d’aprb ce qui 
prkckde, jn a(t) tr A(t) dt = SW a(t)[R(f): R(f)1 exp(it(e, A’)) jop(x) 
exp(iF(x, X)(s, cp(exp(tX+ Z))j(tX+ Z) ei<“3Z) d/?(x) dr, d’oh le lemme. 
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5.3. Soient CJ une algebre de Lie algtbrique rtelle et r son radical. 
Soient G le groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algebre de Lie q 
et R le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie r. Soit rr une represen- 
tation unitaire irreductible de R. Elle est normale d’apres [2.5, 
Proposition 31. On note 0 l’orbite de la representation coadjointe de r, 
correspondant a IK 17, proposition 1.2, 5”]. Soitfdans 0. On suppose quef 
vhfie les conditions de 3.1, en considerant dans ce paragraphe que g = a. 
On reprend les notations 5, s(.f’) de 3.1, W, P de 3.3, I de 3.4, F de 3.6, u et 
p(u) de 3.7. On dtsigne ici par S(f) le sowgroupe analytique de G 
d’algebre de Lie s(,f). Les groupes S(f‘) et S(f) R sont fermes dans G. 
Soient dZ et dX des mesures de Haar sur r et I. On note dr et dg 
les mesures de Haar correspondantes sur R et S(f). Pour tout X 
dans 5, tr ad(X; r) =O, car 5 est semi-simple; done la mesure 
cp tt jR Sal) cp(rg) dr dg sur S(f) R est une mesure de Haar a gauche. Dans 
ce qui suit, on utilisera cette mesure. Pour X dans g, on pose ,i(X) = 
J(ad(X; r)). Soit u dans U(q@ C) un representant de U. 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 5.3). Soit CT une 
reprhentation unitaire irrt?ductible de S(f) R dont la restriction h- R est 
Pquivalente ci 7t. Pour m entier positif assez grand, l’ophateur a( urn + 9) est 
un op&ateur ci trace pour tout cp dans g(exp( Wn (s(f) + r))). If existe une 
fonction bortlienne 0 sur une sous-algtbre de Lie f  de e(f ), contenant 
[s(f ), e(,f)] et une mesure de Haar dX sur f  qui vhifient les conditions 
suivantes: 
(1) 8 est inuariante par S(f). 
(2) la fonction XH QX)ld,(X)l ‘I2 sur t est localement bornke. 
(3) pour m entier positif assez grand, on a: 
fr(4U’n * cp)) = If @lx) j. p(u”Nix) ev(iF(x, X)1 f cp(ev(X+ Z)) 
r 
xj(X+Zj P-‘(X+Z)e”“.Z>dZdB(x)dX, 
pour tout cp dans 9(exp( Wn (s(f) + r))). 
On note rep l’extension projective de rc a S(f) R, de cocycle c. On peut 
supposer que c(xz, it) = 1, pour tout (x, y) dans R x R et pour tout (z, t) 
dans S(f) x S(f). On considere sur S(f) Rx U la loi de groupe: 
(a, z)(b, z’) = (ab, c(a, b) zz’). On note H le groupe ainsi obtenu. Le sous- 
ensemble Rx { 1) est un sous-groupe invariant ferme de H, le sous- 
ensemble S(f) x U est un sous-groupe fermi: de H que nous noterons STf) 
et H est isomorphe au produit semi-direct R x S?). Soient h l’algkbre de 
Lie de H et srf) l’algebre de Lie de Sg). L’algbbre de Lie 5Tf) est 
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isomorphe au produit direct d’une algtbre de Lie semi-simple isomorphe a 
[s(f), s(S)], d’une algebre de Lie commutative c et d’une algebre de 
Heisenberg i. Dans ce qui suit, on note f un ideal de sv) isomorphe a 
[s(f), s(f)] @c, on identilie i a une sous-algebre de Lie de @), f a son 
image par l’homomorphisme canonique de srf) dans s(f) et R au sous- 
groupe R x ( 1) de H. On lixe une mesure de Haar sur f que l’on note Zf. 
On note it la representation de H dtfinie par ~?((a, z))=%(a). La 
representation ri est irreductible car sa restriction a R est Cgale rr. D’apres 
4.5(iii) et d’apres la demonstration de 5.2, il existe une forme lineaire e sur 
h pour laquelle la forme lineaire ie sur h @ C veritie les conditions de 45(iii) 
relativement a l’annulateur de it dans U(h 0 C). Soit T l’element du centre 
de i tel que (e, T) = 271. I1 existe une representation unitaire irreductible y 
de Sg) qui viritie les deux conditions: y(exp IT) est l’homothetie de rap- 
port e 2ni’, pour tout t dans R! et la representation rg H it(rg) 0 y( g)(r E R, 
g E STf)) de H definit par passage au quotient une representation unitaire 
- 
equivalente a CT. Soient SFf) le revetement universe1 de S(f), K le sous- 
groupe analytique de SFf) d’algebre de Lie f et I le sous-groupe analytique 
de ST) d’algebre de Lie i. Soit 7 la representation unitaire de STf) qui 
definit par passage au quotient y. 11 existe deux representations unitaires 
irreductibles de K et Z, nottes y, et y2, telles que la representation gh H 
yl(g)Oy2(h) (geK h~z) de $?) soit equivalente a 7. Soient 0 le carac- 
tere distribution de y, et 8 la fonction borelienne sur f, nulle en dehors de 
iv(t) n t’, qui prend la valeur O(exp X) J( ad A’) au point X de 4 V(f) n f’. 
D’apres la demonstration de [32, lemme 8.3.1.31, la fonction 
XI-+ O(exp X) J(ad X)(d,(X)I “’ sur V(f) n f’ est localement bornee; done la 
fonction Xk+ O(X)ld,(X)l ‘I2 sur f est localement born&e. Puisque la restric- 
tion B exp(RT) de y2 est multiple du caractere de differentielle- i(eI IRT), 
pour un choix correct de la mesure de Haar 6X sur 5rf), on a: 
tr \ 
57) 
q(X) J(ad A’) y”(exp X) 6X=s f cp(X+ tT) e-2n”O(X) dr dX 
R I 
pour tout cp dans 9(1/2 V(sTf))). On note @ l’image reciproque de 
W n (s(f) + r) par l’homomorphisme canonique de h sur s(f) + r et P la 
fonction analytique sur @ qui definit par passage au quotient la restriction 
a Wn (s(f) + r) de la fonction P de 3.3(vi). Pour X dans h, on pose j(X) = 
J(ad( X; r)). D’aprb 3.8 et 5.2, pour m entier positif assez grand, l’optrateur 
JR urn * cp(r exp X) iZ(r exp X) dr est un operateur a trace, pour tout (X, cp) 
dans SD) x 9(exp @‘). Soit m un entier positif qui verifie la condition ci- 
dessus. Soit cp dans 9(exp( m)). On note $ la fonction sur *rf) qui prend 
580/72/l-IO 
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la valeur tr(iK c”“* cp(r exp X) E(r exp X) &) au point X de 5Fi). Pour X 
dans 5v) et n dans Z, on a: $(X+ nT) = I/I(X). Le support de $ est com- 
pact modulo ZT et contenu dans $V(sv)). Le couple (#‘, P) verilie les 
conditions que satisfait le couple ( V, P) de 5.2, relativement a l’algebre de 
Lie f~ et h la forme lintaire,fsur I’ideai r de h; done d’apris 5.2, la fonction 
$ est CL. Soit $’ dans 9( l/2 V(50))) tel que I/I(X) =x,,, a $‘(X+ rzT). On 
note XH k l’homomorphisme canonique de SD) sur sg)/ZT et S,? la 
mesure sur srf)/zT pour laquelle on a: j5~) x(X) b‘x = ~~~;-j,,~.,, 
C,,, z x(X+ rzT) 62, pour toute fonction borelienne positive x sur 5v). 
D’apris ce qui precede, si l’optrateur Jsc,;nr JK v"' * cp(r exp X) ??(r exp X) 
y(exp X) dr Sli est positif, alors c’est un operateur a trace et sa trace est 
tgale d ~~~r~‘(X+tT)O(X)e~2”‘rdXdt=~~~r~~~2~’r~(X+tT)8(X)d~dt. 
Soit P la fonction sur 0 x $) pour laquelle on a: F(r .,f; X) = 
(f, Ye’. X-X) pour tout (X, r) dans 5i-J’) x R. D’apres l’assertion (ii) du 
lemme 4.5, t’ est semi-invariant modulo l’annulateur de 72 dans U(t) 0 @); 
done en raisonnant comme en [7, p. 2001, on voit que pour tout 
cp dans 9(exp m), l’operateur s,sc/ ),‘p7, SK u*“’ * cp(r exp X) fi(r exp X) 
y(exp X) dr Sk est un operateur a trace et sa trace est &gale a: f; fr 0(X) 
exp(i(e, X))) lo p(u’“‘)(ix) F(x, X)(f, cp(exp(X+ tT+ 2)) j(X+ tT+ Z) 
j%‘(J’+tT+Z)e’<‘,Z’ dZ) dfl(x) dXdt. Puisque la forme lineaire c sur h 
est invariante par a), la fonction Xt-t t?(X) exp(i(e, X)) sur f est 
invariante par S(f) et la fonction XH Id,(X)1 ‘I* O(X) exp( i( e, X)) est 
localement bornee sur f. Si cp est dans .9(exp( Wn (e(f) + r)), il existe cp’ 
dans 9(exp m) pour laquelle on a: cp(exp X) = j,!, cp(exp Y exp tT) dt, pour 
tout X dans 5(,f) + r et pour tout Y dans l’image reciproque de X par 
l’automorphisme canonique de h sur s(,f) + r. Le lemme resulte alors des 
relations: j(X+tT+Z)=j(X+Z), P(X+ tT+Z)=P(X+Z), F(,K, X)= 
F(x, X), pour (X, Z, 1, x) dans f x r x R x 0. 
5.4. On reprend les notations g, a, r,,f; 4, e(f) de 3.1 et on suppose 
que .f vtrilie les conditions de 3.1. On dtsigne ici par G le groupe de Lie 
connexe, simplement connexe d’algebre de Lie g et par A, R, S, S(f) les 
sous-groupes analytiques de G d’algebre de Lie a, r, 5, s(f‘). Le groupe de 
Lie A est connexe, simplement connexe et isomorphe au produit semi- 
direct SK R. Soit Z le centre de G. Le groupe ZR n S est un sous-groupe 
du centre de S. On le note Z’ et on dtsigne par n le cardinal de Ad(Z’). 
On fait jouer ici a a le r6le que joue g dans 5.3. On note 0 l’orbite R .Jet 
x une representation unitaire irrttductible de R dont l’orbite de la reprtsen- 
tation coadjointe correspondante est 0. Soit r~ une representation unitaire 
irreductible de Z’S(f) R dont la restriction a R est quasi-tquivalente a 71. 
On utilise les notations /? de 3. I, W, P de 3.3, F de 3.6, U, p(u) de 3.7 et f, 0, 
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dX, v de 5.3, associees a la restriction de (T a S(f) R. Le groupe G permute 
les orbites de R dans r*. On note G(O) le stabilisateur de 0 dans G. On 
utilise sur G/G(O) la mesure relativement invariante v de 3.2. 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 5.3 et 5.4). Soit 
r = ind(o; Z’S’(f) R r A). 
(i) Le stahilisateur de T dam G est un sowgroupe ouvert, d’indice 
,fini, de AG(0). Sur lhspace homogene G/G(T), il existe une mesure positive, 
relativement invariante dont le multiplicateur est egal a celui de la mesure 
relativement invariante que l’on utilise sur G/G(O). Dans ce qui suit, on fixe 
une telle mesure sur G/G(z) et on la note JL. 
(ii) Pour m entier posittf assez grand, la fonction g H g. 5(vm * cp) sur 
G appartient a L’(G, G(z); L’(s)), pour tout cp dans 9(A). 
(iii) Pour un choix convenable de mesure relativement invariante 
.yur G/ZG(Oh~ on a: jG,G,rj trCg. W” * cp)l d42) = jclzG~o~o jf ‘4x1 
Jo p(um)(ig.x) x exp[iF(x, X)] JI. cp(exp(g.X+Z))j(X+Z) P-‘(X+Z) 
e’<“‘-‘, z> dZ d/3(x) dXdg pour m entier positif assez grand et pour tout cp 
dans %(exp(( l/n) IV)). 
Dans ce qui suit, on utilise les notations $9, % et 9 de 3.1. Soit 
{g, ,..., g,,} un systeme complet de representants de Y(f)(R) module 
Ad(S(j”)). On note aussi g, ,..., g, les automorphismes de G dont les dif- 
ferentielles en e sont respectivement g, ,..., g,. Les groupes S(f) et A sont 
invariants par g, ,..., g, car s(f) et a sont invariants par g,,..., g,. Soient 0’ 
la representation g, (i @ . . . 08,. c de Z’S(f) R et r’ la representation 
g, . r @ . Og, z de A. On a: z’ = ind(a’; Z’S(f) R r A). Posons pour X 
dans f: Q’(X)=e(g, .X)+ ... + tI( g, . X). La fonction 8 sur f est invariante 
par Y(f)(R) et la fonction XH Idt(X)I ‘I2 W(X) sur f est localement born&e. 
Soit m un entier positif pour lequel les conditions de 3.8, relativement a la 
fonction 8’ sur f et au sous-groupe Ad(G) de @9(R) sons satisfaites pour 
tout entier superieur ou egal a m. L’intersection exp(( l/n) W) n Z’S(f) R 
est contenue dans S(f) R. Soit X dans (l/n) W tel que exp(X) appartienne 
a Z’S(f) R. D’apres la definition de W, il existe X, dans (1/2n) V(a) n 5 tel 
que X- X, appartienne a r. Puisque exp X est dans Z’S(f) R, exp(X, ) 
est dans Z’S(f); or Ad(Z’) est un groupe tini d’ordre n; done 
exp(n ad X,) .f=j Soient X,(s) et X,(n) les composantes semi-simples et 
nilpotentes de ad X,. On a: exp(nX,(s)).f =f et X,(n).f=O. Puisque les 
parties imaginaires des valeurs propres de nX,(s) sont en module stric- 
tement inferieures a 27r, nX, (s) .f = 0; done X, appartient a s(f) et X est 
dans e(.f)+ r. 
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Soit x le caractere de R tel que r. u”’ = x(r) I/‘, pour tout r dans R. Pour 
tout g dans G, on a: X(grg ‘) = X(r) car grg ‘r ’ est dans le plus grand 
sous-groupe invariant, nilpotent, connexe de R. On note aussi x le carac- 
tere de A qui prolonge x. D’apres l’assertion (ii) du lemme 4.5, pour tout g 
dans G et pour tout h dans Z’S(f) R, hg. t”” - x(h) g. I?’ appartient a 
I(5.f 1. 
Puisque la restriction de z a R est portee par l’orbite A n, le stabilisateur 
de r dans G est contenu dans AG( 0). On note g w g l’application canoni- 
que de G sur G/G(O), a H Li l’application canonique de A sur AG(O)/G(O) 
et g t+ g l’application canonique de G sur G/AC(O). D’apres 3.2(v), il existe 
une mesure invariante sur G(0) A/G(O) et une mesure positive, 
relativement invariante, de multiplicateur egal a celui de v sur G/AC(O). 
Pour un choix convenable de la mesure invariante dd sur AG(O)/G(O) et 
de la mesure positive, relativement invariante dg sur G/AC(O), on a, pour 
toute fonction borelienne positive cp sur G/G(O): 
(i) La representation r est une somme tinie de representations unitaires 
irrtductibles car Z’S(f) R est un sous-groupe d’indice tini du stabilisateur 
de n dans A. D’apres [12, theoreme 7.21 et [15, chapitre IV, lemme 161, 
l’annulateur de t dans U(a 0 C) est l’ideal primitif ind “(Z(ker a); 
(s(f) + r)@ @ 1 a@ C); done d’apres 4.7, le stabilisateur de r dans G 
est contenu dans G(f)(l(Ker a)) A. D’aprb [8, proposition 4.21, 
G(f)(Z(Ker ~))~=G(f)(a)~; or G(f)(a) est contenu dans G(r); done 
G(f)(a),A est la composante neutre de G(z). 
Soit cp dans 9(exp(( l/n) W)). Pour g dans G, l’optrateur g. r(u”‘* 
cp * urn) est dtlini par un noyau K( g, cp; ., .) et on a: K(g, cp; a, 6) = 
det Ad(gk a) JR jz,s(I., urn * cp * um( garhb - ‘g ’ ) a( rh) dr dh, pour tout a et 
pour tout b dans A. Pour tout g dans G, on a: det Ad( g; a) = det Ad( g; c). 
Pour tout (g, Z) dans G x r, g. Z - Z appartient au plus grand ideal 
nilpotent de r; done pour tout (g, X, Z) dans G x s(f) x r tel que X+ Z 
appartienne a (l/n) W, on a: j(X+g.Z)=j(X+Z) et P(X+g.Z)= 
P(X+Z), d’apres 3.3(v). Pour tout (g, a) dans G x A, on a: 
u”*cp*u”(gug~‘)=(g~‘~u”)*(g~‘~(cp*u”))(u); or pour tout (x,g) 
dans 0 x G, p(u”)(ig X) =p( g- ’ u”)(ix) et le support de la fonction 
a H u” * cp * um( gag- ‘) sur Z’S(f) R est contenu dans S(f) R; done 
d’apres 5.3, pour tout (a, g) dans A x G, l’operateur K( g, cp; a, a) est un 
operateur a trace et sa trace est &gale a: 1’ e(X) Sop(u”)(igu. x) 
wCiF(x, -VI jr (cp * u”)(exp(gu~X+Z))j(gu~X+Z)Pm’(X+Z) 
e’CRLI’.‘;.z) dZ dfl(x) dX. On a: am = ~(R)(f),%!(R)(f). Pour tout 
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(g,r) dans G(J)x R, p(u”)(igr.f)=p(u”)figrg-‘.f)=p(u”)(ir.f) car la 
fonction x +-+~~(zF’)(ix) sur G .f est semi-invariante pour I’action de R dans 
G .f: La fonction 0 sur f est invariante par S?(R)(J),. La mesure /I sur 0 
est invariante par G(f), d’apres 3.2(ii). Pour tout (g, U, X, x) dans 
.Y(R)(f)O~~(R)(f)xfxO, on a: (gu.x, g.X--gu.X)+F(x,X)= 
F(u. x, X), d’apres 3.6; done tr K(g, cp; e, e) = tr K(e, cp; e, e) pour tout g 
dans G(f),. Par suite, pour tout (g, w, $I) dans G&x Z(Ker r)x g(A), 
on a: tr g. T(VW * + * ** * w*um) = 0; or I’operateur (g. r(V))* contient 
la cloture de g. r(um) car u = u*; done umw appartient a Z(Ker g. t), pour 
tout (w, g) dans Z(Ker t) x G(f),. Puisque pour tout (h, g) dans 
Z’S(f) RxG, hg*u”-X(h)g.u” appartient a Z(r, f), le noyau de 
I’operateur g. t(u)“) de H,(s) est invariant par Z’S(f) R; done g. r(um) est 
injectif. Par suite, Z(Ker g. T) contient Z(Ker T), pour tout g dans G(f)o. 
On montrerait de mCme I’inclusion opposee; done Z(Ker t) = Z(Ker g. z), 
pour tout g dans G(f)“. L’assertion rbulte alors de ce qui precede, de [8, 
proposition 4.21 et de 3.2(v). 
(ii) Dans ce qui suit, on suppose cp de type positif. Pour tout g dans G, 
les operateurs g. z( urn * cp * urn) et g. z’( uM * cp * u”) sont positifs. Pour tout 
g dans G, I’operateur g. T’(u~ * cp * u”) est defini par un noyau que l’on 
note K’(g, cp; ., .). D’apres ce qui precede, pour tout (a, g) dans A x G, 
I’operateur K’(g, cp; u, a) est un operateur a trace et sa trace est Cgale a: 
s, j W(X) ~, p(u”)(iga-x) exp[iF(x, X) J 1 (cp * u”)(exp(ga- Xs Z)) 
xj(ga.X+Z)P~‘(*+z)e”P”~‘.~‘dZ~~(x)dX 
L’entier m satisfaisant la condition (2) de 3.8, d’aprb ce qui precede et 
d’apres le theoreme de Mercer, I’integrale fGlacCO, tr[ g. T'(P * cp * urn)] dg 
est convergente. Le sous-groupe ZAG(O), de AC(O) etant d’indice fini, la 
fonction gt-,g.r'(f'* cp * urn) appartient a L’(G, ZAG(O),; L’(z’)); or 
d’apres (i), ZG(0)O est un sous-groupe d’indice fini de G(T); done la 
fonction gwg.z(V* ‘p* urn) sur G appartient a L’(G,G(t); L’(r)). 
D’aprts la formule donnant tr K(g, cp; a, a) pour (g, a) dans G x A, il existe 
une fonction E(+T;. ) sur G pour laquelle on a: R(cp; ga) = tr K( g, cp; U, a) 
pour tout (g, a) dans G x A. La demonstration de (i) prouve que la 
fonction K(cp; .) est invariante a droite par ZG(O),. D’aprbs ce qui precede 
et d’apres ie thtoreme de Mercer, cette fonction dtfmit par passage au 
quotient une fonction integrable sur G/ZG(O),. Pour tout (g, a) dans 
GxA,ona:(o”*cp*u”)(gag~‘)=(g~‘~u”)*(g~’~cp)~(g~‘~u”)(a);or 
pour tout (g, a, X, Z) dans G x Z’S(f) R x e(f) x r, on a: a(a) a(g * urn) = 
x(a)c~(g~u*)~~(a), X(exp(X+g.Z))=X(expZ) etj(g.X+Z)=j(X); done 
pour tout g dans G, on a: 
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R(fp;g)=j 49(X)S p(u~“‘)(i~..u)exp[iF(s, X)] 
I 0 
x x(ev Z) cp(exp(g.X+Z)) i r 
xj(X+Z) Pi ‘(XSZ)e’<” r.x) dZ d/I(x) d/Y. 
Soient $ dans 9(exp(( l/n) W)) et p un entier positif. D’apres [ 13, 
theoreme 3.11, la fonction 1 ‘(u” * $) est combinaison lineaire de 
fonctions de g(exp((l/n) W)) qui sont de type positif; done la fonction 
g H Sl e-u Jo P(U2” )(ig. x) exp[iF(x, X)1 Sr up * $(exp(g X + Z)) 
j(X+ Z) Pp’(X+ Z) ei<n’r,z) dZdfi(r) dX sur G definit par passage au 
quotient une fonction absolument integrable sur G/ZG(O), et la fonction 
gk-ig~T(v2”+p * Ic/) sur G appartient a L’(G, ZG(O),; L’(t)). L’assertion 
(ii) resulte alors de (i) et de [ 13, theoreme 3.11. L’assertion (ii) resulte de 
(i) et du thioreme de Mercer. 
5.5. LEMME. Soit G un groupe de Lie connexe d’algPbre de Lie 9. Soit A 
un sowgroupe connexe, fermi de G, dhlgPbre de Lie a. Soit P un sous- 
groupe fermk de G, d’algtbre de Lie p tel que PA = G. Soit n une reprben- 
tation unitaire irkductible de P n A. On suppose qu’il existe sur P/P(n) une 
mesure relativement invariante, que l’annulateur I de n dans U((p n a) @ C) 
est un ideal primitlf et qu’il existe un entier positif k qui vPrifie la condition 
suivante: pour tout cp dans 9(P n A) et pour tout u dans i(I, p 0 @)k la 
fonction g w g. n(u * cp) sur P est dans L’(P, P(n); L’(n)). On note z la 
repkentation ind(n; Pn A 7 A). Soient u dans [ind”(i(I, p@C)“; 
(pna)OCTaOQ:)l* et cp dans 9(A). Pour g dans G, l’optrateur 
g. T(U * cp) est d&i par un noyau que l’on note K(g; ., ). Alors la fonction 
sur A x A: (a, b)+-+ K(g; a, b) est une fonction continue de A x A dans 
L2(P, P(n); L2(n)). 
Soit 6 et A les fonctions modules des groupes P n A et A. On note x la 
fonction sur Pn A definie par: x(h)= [d(/~)/G(h)]“~, pour tout h 
dans P n A. On note ici (x l’automorphisme a(a 0 C, (p n a)@ @; ) 
(cf. 0.4) de U(( p n a)@ C). Soit dh une mesure de Haar a gauche sur 
P n A. D’apres [ 1, proposition 2.3.2, chap. V], on a: K(g; a, b) = 
A(b)-’ jw x (h)(u * q)(ahbF’) g. n(h) dh, pour tout (g, a, b) dans 
GxAxA. Soit (a, 6) dans A x A. Puisque u* appartient a 
ind-(f(Z,p@C)k; (pna)@Cfa@C), a-“~* appartient a l’idtal a 
gauche U(a@@)cr(i(Z, P@@)~). On a: a~ ‘.u*=(a~‘.u)*. La reprtsen- 
tation n etant unitaire, les ideaux 1(Z, p @ C), f(Z, p @ C), f(Z, p @ C)k sont 
invariants par I’involution u H u * de U((pna)O@); or cz(v)*=tl~~‘(v*) 
pour tout u dans U((pna)@C); done a-‘.u=cl ‘(v,)u,+ ... + 
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a ‘(v,) u, oil UI )...) U, sont dans U(a @ a=) et u, ,..., v, sont dans i(Z, p @I c)k. 
Pour tout h dans PnA, on a: (~*(~)(uhh~‘)=(a~‘.u)*(a-‘.cp’)(h) oi 
cp’ est la fonction sur A: gw cp(gb-‘a); done (U * cp)(ahb-‘) = cl~‘(ur) * 
((u,*a~~” cp’) 1 P)(h) + . . . + ~1~ ‘(v,) * ((24, * a- ’ . cp’) 1 P)(h), pour tout h 
dans Pn A. Pour tout $ dans 9(Pn A) et pour tout u dans 
U((p na)@@), on a: x(cr-‘(u) * $)=u * (x$); done la fonction 
gt-+ K(g; a, h) sur P appartient a L*(P, P(n); L*(n)). 
Si ($, g) est dans g(A) x G, l’operateur g. z($) est dttini par un noyau et 
on note K(g, #) sa valeur en (e, e). Soit V le sous-espace vectoriel de 
U(a @ @) engendre par G. U. L’espace vectoriel V est de dimension linie. Le 
produit tensoriel V@g(A) s’identitie a l’espace des fonctions C” sur A, a 
support compact et A valeurs dans V, d’od une topologie sur V@g(A). 
Pour cette topologie, V@g(A) est limite inductive d’espaces de Frtchet. 
L’application (v, $) tt u * I++ definit par passage au quotient une application 
lineaire continue de V@g(A) dans g(A); or d’apres ce qui precede, pour 
tout $ dans g(A) et pour tout v dans V, la fonction g H K(g, v * $) sur P 
est dans L*(P, P(n); L2(rc)); done d’apres le thtoreme du graphe ferme, 
l’application (v, $) ++ (gw K(g, v * II/)) dtfinit par passage au quotient une 
application lineaire continue de V@$B(A) dans L*(P, P(n); L2(rc)). Pour 
tout (a, 6) dans A x A et pour tout g dans G, on a: K( g; a, h) = d(b) ~ ‘K( g; 
(a ’ .u) * (a ‘. cp’)); or I’application (a, b)H(u~‘.u)@(u~‘.cp’) de 
A x A dans V@ g(A) est continue; done d’aprbs ce qui precede, l’ap- 
plication (a, h) H (g I+ K(g; a, h)) est une application continue de A x A 
dans L’(P, P(n); L*(x)). 
5.6. On demontre ici le theoreme 1.3 par recurrence sur la dimen- 
sion de G. On reprend les notations G, A, g, a, n de 1.2. L’argument trb 
simple qu’on utilise en [7, p. 2021 prouve que si le theoreme est vrai pour 
le revetement universe1 de G, alors il est vrai pour G. Dans ce qui suit, on 
suppose que G est simplement connexe et que le thtoreme est vrai en 
dimension strictement inferieure a celle de G. Soient R le radical de A, r son 
algebre de Lie, Z’ le centre de G. On pose: Z = Z’ n A. Puisque les algebres 
de Lie a et r sont algebriques, la restriction de z a R est portee par une 
orbite de A dans R ,^ d’apres [24, theoreme, p. 3791. On la note A. t. 
Soient 0 l’orbite de la representation coadjointe de r correspondant a z [7, 
proposition 1.2.51 et f dans 0. Le stabilisateur de z dans A est contenu 
dans A(f) R et sa composante neutre est egale a A(f),R; done le sous- 
groupe ZA(f),R de A(z) est d’indice fini. D’apres la methode des petits 
groupes de Mackey, il existe une representation unitaire irreductible 0 de 
A(r) telle que 7c soit unitairement Cquivalente a ind(a; A(z) 7 A). La restric- 
tion de cs i ZA(f),R est portee par une orbite de A(z) dans (ZA(f),R) .^ 
On la note A(T). CJ,,. La representation ~,,=ind(a,; ZA(f),Rf A) est une 
somme finie de representations unitaires irrtductibles et contient une 
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representation unitaire equivalente a 7~. D’apres [ 15, chap. IV, lemme 161, 
le noyau dans U(a @ C) de toute representation contenue dans rrO est egal a 
I(Ker TC); done d’apres [S, proposition 4.21, G(n,,), et G(X),, coi’ncident 
avec la composante neutre du stabilisateur de Z(Ker rc) dans G. Le sous 
groupe Z’G(Q)~ de G(Q) est alors d’indice tini; done il existe sur G/G(rrO) 
une mesure positive, relativement invariante dont le multiplicateur est egal 
a celui de la mesure relativement invariante consideree sur G/G(n). I1 sufftt 
alors de demontrer le theoreme pour 7~~. 
On utilise la notation Y de 3.1 et on note B le sous-groupe algtbrique de 
9 correspondant a l’ideal a de g. On considerera les quatre cas suivants: 
(1) l’algebre de Lie a est resoluble. 
(2) le radical deploye de $?(jJ, est contenu dans le radical deploye 
de 9. 
(3) le groupe 9(f’)o.zI est contenu dans un sous-groupe parabolique 
de 9, distinct de 9. 
(4) l’hypothese de (3) n’est pas realisee. 
(1) Dans ce cas A = R. Le stabilisateur de 7c dans G est contenu dans 
G(f) A et d’aprts [S, proposition 4.21, il contient Z’G(f),A; or par 
hypothese, il existe sur G/G(rc) une mesure reiativement invariante dont le 
multiplicateur detinit par passage au quotient la valeur absolue de la 
restriction a Q(R), d’un caractere rationnel de ?9; done d’apres la 
demonstration de 3.2(v), il existe sur G .f une mesure relativement 
invariante de multiplicateur egal a celui de la mesure utilisee sur G/G(rc). 
On peut alors utiliser les resultats de 2.10(v). Le theoreme est alors, d’apres 
1.1, un cas particulier de 5.4. 
(2) Si &‘(& n’est pas resoluble, le theoreme resulte dans ce cas de 1.1 
et 5.4. Si ,d(f), est resoluble, l’assertion de 5.4 est encore vraie. Sa 
demonstration est plus simple car elle n’utilise pas les resultats sur 
l’integrale invariante d’Harish-Chandra. 
(3) Soit 9 un sous-groupe parabolique de ‘9, distinct de 9, contenant 
%(f)o.&‘. On note p la sous-aigebre de Lie de g correspondant au sous- 
groupe algebrique .9 de Y et P le sous-groupe de G, contenant Z’, tel que 
Ad(P) = Y(R),,. Le groupe G(Q), est contenu dans G(f),A, d’apres ce qui 
precede; or G(f), est contenu dans P et Z’G(zO), est un sous-groupe 
d’indice fini de G(Q); done P(Q) est un sous-groupe ouvert d’indice fini de 
G(n,). 11 existe alors une mesure positive relativement invariante sur 
G/P(q,), dont le multiplicateur est Cgal a celui de la mesure utilisee sur 
G/G(rc). On la note 2. D’apres 1.6, il existe une mesure positive E, quasi- 
invariante sur G/P, une fonction continue positive Y sur G et une mesure 
positive v, relativement invariante sur P/P(q) qui viritient les conditions 
suivantes: 
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(a) r(gh) = ldet Ad(h; g/p)] r(g), pour tout (g, h) dans G x P. 
(b) le multiplicateur de la mesure v est egal au produit du caractere 
gt-+ ldet Ad(g; g/p)] -’ de P et de la restriction a P du multiplicateur de la 
mesure A. 
(c) pour toute fonction bortlienne positive cp sur G/P(q), on a: 
s GlP( 110 ) v(x) 4x)= J-,p r(g) J-(no) cpk. xNx) a?). 
Puisque 9 est distinct de 9, on peut appliquer l’hypothese de recurrence au 
groupe P,, au sous-groupe invariant A de P,, a la representation n, de A 
et a la mesure v sur P/P(Q); done il existe un entier positif k pour lequel la 
fonction g ++ g. x,,(u * cp) sur P est dans L’(P, P(n); L2(q,)) pour tout CP 
dans 9(A) et pour tout u dans j(Z(Ker rcO), P@@)~. D’apres 4.6, l’idtal 
f(Z(Ker Q), pOC) contient f(l(Ker Q), g@C). Soit u dans f(Z(Ker Q), 
g@C)“. On note V le sous-espace vectoriel de U(a@ C) engendre par l’or- 
bite G.u. Pour tout (u,(p) dans Vxg(A), la fonction gwg.n,(u*cp) 
sur P appartient a L2(P, P(no); L2(no)). L’application (0, cp) H 
(g H g. n,(u * cp)) definit par passage au quotient une application lineaire 
de V@ 9(A) dans L2(P, P(Q); L2(n,)); d’apres le theoreme du graphe 
ferme, cette application est continue pour la topologie sur V@g(A) que 
I’on a dtlini en 5.5. Pour tout (g, h, cp) dans G x P x .9(A), on a: 
gh.n,,(u*cp)=h.710((g~‘.U)*(g~‘.(P)); or l’application g++(g-‘.u)@ 
(g- ’ . cp) de G dans F’@ 9(A) est continue; done pour tout cp dans B(A), 
l’application g++ (ht+gh. rcO(u * cp)) de G dans L*(P, P(q); L’(q)) est 
continue. Puisque 9’ est un sous-groupe parabolique de 9, G/P est com- 
pact; done d’apres ce qui precede, pour tout cp dans 9(A), la fonction 
g w  g. 7c0(u * cp) sur G appartient a L’(G, G(nO); L2(no)). 
(4) Dans ce qui suit, on suppose a non resoluble et l’hypothese de (3) 
non rtalisee. On suppose aussi que le radical dtploye de 9(j& n’est pas 
contenu dans le radical deployi: de 9. D’apres 4.8(iii), CCJ(~)~ est contenu 
dans un sous-groupe parabolique 9 de 9? dont le radical deployt contient 
celui de ?J(j&. L’hypothbe de (3) n’etant pas realisee, 9& = 8. Soit p la 
sous-algebre de Lie de g correspondant au sous-groupe algebrique, delini 
sur R, 9 de 9. On note P le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie 
p. Les groupes P et ZP sont fermes dans G car l’algebre de Lie p est 
algtbrique et contient l’algebre de Lie de Z. Le groupe Pn A est connexe 
car G/A est simplement connexe et PA = G. On a: (ZP), = P et 
(ZP n A), = P n A. La representation CJ~ = ind(a,; ZA(f),R r ZP n A) est 
une somme finie de representations unitaires irreductibles de ZP n A car 
ZA(J’),R est un sous-groupe d’indice tini du stabilisateur de CT,, dans 
ZP n A. En outre, d’apres [ 12, theoreme 7.21 et [ 15, chap. IV, lemme 161, 
144 JEAN-YVES (‘HARBONNEI 
I’annulateur dans I/( (p n a) @ C) de toute representation contenue dans a;, 
est l’idtal primitif ind “(I( Ker a,,); (a(f‘) + r ) @ @ t (p n a) @ @ ). Soit H le 
stabilisateur dans G(f’) de Z(Ker u,~). D’apres 4.7, le stabilisateur dans G de 
Z(Ker rrr,) est HA; or d’apres [S, proposition 4.21, H,, est la composante 
neutre du stabilisateur dans G(f) de CJ,,; done G(x,), = H,A. Puisque P 
contient G(f),, P(ob) contient H,,; or P((T;,) est contenu dans G(rr,); done 
G(~c~~)~~ = P(ob),A. I1 resulte alors de 1.6, qu’il existe sur G/P(ob) A une 
mesure positive relativement invariante dont le multiplicateur est tgal a 
celui de la mesure relativement invariante utilisee sur G/G(Q). Puisque 
G = PA, l’application canonique de ZP dans G/P(ab) A, definit par passage 
au quotient, un homeomorphisme de ZP/ZP(ob) sur G/P(&) A. Dans ce 
qui suit, on identilie ZP/ZP(ob) zi G/P(&) A au moyen de cet 
homeomorphisme. Puisque le radical de 9 contient le radical deployi: de 
<!?(‘(f)O, la dimension de p est distincte de celle de CJ; done on peut appliquer 
l’hypothese de recurrence a P, au sous-groupe Pn A et a chaque reprtsen- 
tation unitaire irrtductible contenue dans la restriction de a; a Pn A. Par 
suite, il existe un entier positif k tel que pour tout u dans f(Z(Ker crb), 
p 0 @)k et pour tout cp dans 9(ZPn A), la fonction g-g. ab(u * q) sur 
ZP appartienne a L’(ZP, ZP(ob); L2(ob)). D’apres 4.4, l’ideal 
ind-(j(Z(Ker CT;), p @ C)k; (p n a) 0 @ t a 0 C) n’est pas contenu dans 
Z(Z(Ker n,), g@ C); or ce dernier est stable par l’involution u w U* de 
U(g@C); done il existe u dans (ind”(&Z(Ker a;), p @@)“; (p n a)@ 
@ ta@C))* qui n’appartient pas a Z(Z(Ker rro), g@C). Soit cp dans 9(A). 
Pour tout g dans ZP, l’operateur g. rrO(u * cp) est defini par un noyau que 
l’on note K(g, cp; ., . ). D’apres 5.5, l’application (a, h) H (g H K( g, cp; a, h)) 
de A x A dans L’(ZP, ZP(ab); L’(crb)) est continue; or d’apres 4.8(i), 
l’espace homogene A/ZPn A est compact; done d’aprts le thtoreme de 
Mercer, la fonction g H g. n,(u * cp) sur G appartient a L2(G, P(ab) A; 
L2(rro)). Le theortme resulte alors de 1.1. 
6. UN CALCUL PSEUDO-DIFFhRENTIEL 
6.1. Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Soient dg une 
mesure de Haar A gauche sur G et 6 la fonction module du groupe G. On 
note cp H ]lqlI la norme sur L](G) dtfinie par la mesure dg. Soit R la 
representation du produit direct G x G dans L’(G) detinie par: 
[R( g, h) q](x) = cp( g- ‘xh) 6(h). L’espace des vecteurs C” de la reprlsen- 
tation R est tgal a l’espace des fonctions C”cp telle que pour tout u et tout 
u dans U(g@@), u * cp * v appartienne a L’(G),. On le note L’(G),. Cet 
espace est naturellement muni d’une topologie d’espace de Frechet. Soit 
(A’, ,..., X,) une base de g. On note A l’tlement X: + . . + Xz, de U(g @ C). 
Pour k entier positif et cp dans L’(G), , on pose: )Iql/k = l]p]l + . . . + 
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/I( 1 -- A)k * cp * (1 - A)kll et on note L’(G), le complete de L’(G), pour la 
norme 11 . jl k. L’espace L’(G), s’identifie a un sous-espace de L’(G). 
L’element 1-A de WJ@~) est elliptique; done d’apres 
[22, theoreme 1.21, L’(G), est l’intersection des L’(G),, k = 0, 1, 2,..., et la 
topologie de L’(G), est delinie par la famille des normes 11. Ilk, k=O, l,.... 
Pour k entier positif, l’operateur cp H (1 -A)“ * cp * (1 - A)k de L’(G), se 
prolonge en un optrateur continu de L’(G), dans (L’(G) que l’on note 
encore cp H (1 - A)k * cp * (1 - A)k. Soit p(t)(t > 0) la solution fondamen- 
tale de l’equation de la chaleur a/at u(t, g) = A * u( t, g) sur G. D’aprb 
[23, Sect. 81, pour t > 0, la fonction p(t) sur G est analytique, positive, 
appartient a L’(G),, Ilp(t)ll = 1 et p(t) * A=A *p(t). 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 6.1). (i) Pour 
tout entier positf k, (1 - A)k * L’(G), * (1 - A)k est dense duns L’(G). 
(ii) PourtoutcpdunsL’(G),, il~II~II(l-A)*cp*(l-A)ll. Pourm 
entier posit$ on pose: cp, = so+ m Ye ~ ‘p( t) dt. 
(iii) Pour tout entier positifm, qrn appartient ir L’(G) et pour tout cp 
duns L’(G),, on a: (m!)cp=(l-A)“+‘*cp,*cp=cp,*(l-A)”+’*cp= 
‘P*(P~*(~-A)~+‘=~~*(~-A)~+‘~(P,,,. 
(iv) Soit I une forme li&aire continue sur L’(G), . On suppose que 
pour tout cp dans L’(G),, I(cp* * cp) est posit$ Alors pour m entier positif 
assez grand, il existe une forme IinPaire continue f sur C*(G) telle que pour 
tout cp dans L’(G),, on ait:f(cp)= f(cp,* cp * cp,). 
(v) Soit 71 une reprhentation unitaire de G. Pour tout entier positifm, 
l’ophateur n( 1 - A)“‘+ ’ est inversible et l’ophateur born& (l/m!) TT((P,,,) 
prolonge son inverse. 
Pour tout t>O, on a: (d/dt)e-‘p(t)= -e-‘(1 -A)*p(t)= 
-e ‘p(t) * (1 -A); or pour tout cp dans L’(G),, lim,,,+p(t) * cp= 
lim,-,,+ q*p(t)=rp dans L’(G),; done pour tout cp dans L’(G),, 
cp=~o+~ em’p(t)*(l-A)*cpdt=j,+“e-‘cp*(l-A)*p(t)dt. Puisque 
pour tout t>O, IIp(t)ll=l, on a: II~II~Il(l-A)*(pl~~~~(l-A)*(p* 
(1 -,4)Ij, pour tout cp dans L’(G),, d’ou (ii). On demontre (i) par 
recurrence sur l’entier k. L’assertion est Claire pour k = 0. Supposons la 
vraie pour k - 1. D’apres ce qui precede, l’adherence dans L’(G) de 
(l-d)k*L’(G),*(l-A)k contient (l-A)k-l*L1(G),*(l-A)k et 
l’adherence dans L’(G) de (1 - A)k-’ * L’(G), * (1 - A)k contient 
(l-d)k~‘*L1(G),*(l-A)k~‘;doncl’assertionest vraiepourk. 
(iii) L’appartenance de qrn a L’(G) resulte de ce que IIp( t)ll = 1 pour 
t > 0. D’apres ce qui precede, pour tout cp dans L’(G), et pour tout entier 
strictement positif m, en integrant par parties, on a: qrn * (1 -A) * cp = 
146 JEAN-YVES CHARBONNEL 
(l-A)*cp,,*cp=mcp,,~~,*cp et w*cp,,, ‘=(~*(l--n)*cp,,,=(~*~,,~* 
(1 -A); done l’assertion se demontre par recurrence sur l’entier m. 
(iv) Pour m entier positif assez grand, la forme lineaire I se prolonge en 
une forme lintaire continue sur L’(G), + , . D’apres (i), (ii) et le theoreme 
de Hahn-Banach, il existe une unique forme lineaire continue f’ sur L’(G) 
pour laquelle on a: l(cp)=f’((l - A)m+’ * cp * (1 -A)“+‘) pour tout q 
dans L’(G), . La forme lintaire ,f” est de type positif car I(cp* * cp) est 
positif pour tout cp dans L’(G), et (1-A)“‘+‘*L’(G),*(l -A)“‘+’ est 
dense dans L’(G). D’apres [9, 2.4.41, la forme lineaire f’ se prolonge en 
une forme lineaire continue ,f sur C*(G). D’apres (iii), on a: j(q) = 
(m!) I(cp, * cp * cp,) pour tout cp dans L’(G), 
(v) Soit u un vecteur de l’espace de 7~. D’apres l’assertion (iii), on 
a: (l/m!)~(~,)rc(l-A)mf’~(~)u = (l/m!)~(l-A))m+‘n((p,)7c((p)u = 
n(p) u, pour tout cp dans L’(G), , d’ou I’assertion. 
LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 6.1). On con- 
sidke sur U(g @ @) la filtration naturelle. Soit u un tlkment de U(g@ @) de 
,filtration m. Pour tout entier p suphieur ou @al h m + n + 1, il existe un uni- 
que PlPment Ic/ de C*(G) tel que pour toute reprksentation unitaire IT de G, 
l’ophateur TC($) prolonge l’ophateur X(U) ~(1 - A)-(“+‘) de H, (TX). On 
notera u * ‘p,, I’PlPment (p!) tj de C*(G). 
Soit rr une representation unitaire de G. Soit x dans H(n). D’apres un 
lemme de Sobolev, pour tout y dans H(z), la fonction g H (x( 1 -A)-” x, 
7t(g)y) sur G est de classe au moins Cm+’ car (1 -A) est un operateur 
elliptique d’ordre 2 sur G; done d’apres [22, lemme 1.23, le vecteur 
rc( 1 -A) p x est de classe au moins C”. Par suite, il existe un optrateur 
borne de H(n) qui prolonge l’operateur X(U) rc( 1 - A) IJ de H,(z). Dans ce 
qui suit, on le notera A. 
Puisque pour tout reel positif t, d/dt(e ‘p(t)) = -e-‘( 1 -A) * p(t), on a 
pour tout entier positif k: 
k 
tPe ‘TC(U *p(t)) dt 
I lk 
P- ’ 
= -A 1 P(P- l)...(p-j+ l)[k”--‘e k~((l -A)p '-'*p(k)) 
j=O 
-(l/k)P ‘e ~~“%((I -A)“-‘-‘*p(l/k))] 
> 
+ (p!) Sk An(e-‘p(t)) dt. 
Ilk 
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Pour tous reels positifs s et 1, p(s + t) =p(s) p(t); or ilp(t)ll Q 1, pour 
tout reel positif t; done 11(1 -d)‘*p(k)ll < 11(1 -d)‘*p(l)ll, pour tout 
entier positif I et pour tout entier strictement positif k. Par suite, si j est un 
entier compris entre 0 et p- 1, la suite de terme general 
kP-it>-k(l --A)!’ -i-‘ep(k)) converge vers 0 dans l’espace des operateurs 
born& de H(rc), muni de la norme uniforme. Pour tout entier positif I et 
pour tout reels positifs x et t, on a: t’+ ‘x’e-‘-‘< de-‘; done si j est un 
entier compris entre 0 et p - 1 et si k est un entier strictement positif, on a: 
Il(llkY ‘e -I/kn((l -A)~--i-- I *p(l/k))ll <(l/k)(p-j- l)P~i~‘&+i--p. 
I1 resulte alors de 6.1 (v) que la suite de terme general st,k tpeP’n(u * p(t)) dt 
converge vers (p! ) An( 1 - A) ~ ’ dans l’espace des operateurs born& 
de H(n), muni de la norme uniforme. Par suite, la suite de terme 
general Jtlk tpe --‘u *p(t) dt converge dans C*(G). On note $ sa limite. 
D’apres ce qui precede, I’optrateur (l/p!) rc(rl/) prolonge l’operateur 
7r(U) n(1 -A)) ‘p+” de H (n). D’aprb [9, 2.7.31, $ est l’unique element de 
C*(G) qui v&lie la condzion ci-dessus pour toute representation unitaire 
IT de G. 
6.3. LEMME (Les notations et les hypotheses sont celles de 6.1 et 
6.2). Soit X une partie horPlienne de G*. Soit p une mesure positive sur X. 
Soit u dans U(g@C) tel que pour tout cp dans 9(G), la fonction 
XH ~Ix(u * cp)IIz sur X appartienne Li L2(X, p). Alors pour p entier positif 
assez grand, lafonction XH llx(u * (pP)l12 sur X appartient ci L2(X, p). 
Le lemme est clair si u appartient a l’intersection des noyaux dans 
U(g 0 UX) des elements de A’. Dans ce qui suit, on suppose qu’il n’en est pas 
ainsi. D’apres [13, thtoreme 3.31, tout element de L’(G), est somme 
d’elements de la forme ‘p, * cp * cp2 avec cp, , (p2 dans g(G) et cp dans 
L’(G),; done pour tout cp dans L’(G),, la fonction 
x H tr(x(u * cp * ‘p* * u*)) sur X appartient a L’(X, p). D’aprb le theoreme 
du graphe ferme, l’application cp H (XH tr(x(u * cp * u*)) de L’(G), dans 
L’(X, p) est continue; done l’application cp -sx tr(x(u * cp * u*)) dp(x) est 
une forme lintaire continue, de type positif sur L’(G),. Soit p un entier 
positif tel que i’element u * ‘p,, de C*(G) soit defini et tel qu’il existe une 
forme lineaire continue f sur C*(G) pour laquelle on a: f‘(q) = 
lx tr(x(u * ‘p,, * cp * cpp * u*)) dp(x), pour tout cp dans L’(G),. D’aprb 6.2 
et 6.l(iv), tout entier positif assez grand v&tie ces deux conditions. 
I1 est clair que f est une forme lineaire de type positif sur C*(G). La 
suite p(l), p(i),... est une approximation de l’identite dans C*(G), 
indexee par les entiers positifs; done d’apres [9, 2.1.5, (ii) et (v)], 
sup{,f(u * ‘pp * p( l/n) * ‘pp * u*); n > 0) <f(u * ‘pp * ‘pI, * u*). Par suite, 
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s,y tr(x(u * (p,,* (pp * u*)) C+(X) <f’(u * ‘p,, * ‘p,] * u*); done la fonction 
.Y++ Ilx(u * qJ12 sur X appartient a L’(X, ii). 
6.4. On demontre ici le theoreme 1.4 et le corollaire 1.5. Les 
notations utilisees sont celles de 1.4, l’argument utilise en 17, p. 2021 
prouve qu’il suflit de considirer le cas ou G est simplement connexe. Dans 
ce qui suit, on suppose qu’il en est ainsi. Grace au thtoreme d’Ado, on peut 
supposer que 9 est une sous-algebre de c$( V) ou V est un espace vectoriel 
reel de dimension linie. On note 1~ l’enveloppe algtbrique de g dans q1( V) et 
H le groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algebre de Lie h. Le 
groupe G s’identilie alors a un sous-groupe ferme, connexe de H. L’ideal 
[h, h] = [9, 91 de h est algtbrique; done d’apres [24, theoreme, p. 3791, la 
restriction de YI a [G, G] est portee par une orbite de H dans [G, G] ^. On 
la note H. r. Soit K le sous-groupe ferme de G qui contient [G, G] et qui 
verifie les conditions de [25, lemme 1.141 relativement a la representation r 
de [G, G]. On note X le groupe des caracteres unitaires de K qui sont 
triviaux sur [G, G] et N le produit direct H x X. Soit F l’ensemble des 
elements de K^ dont la restriction a [G, G] appartient a H. r. L’ap- 
plication (g, x, p) H g. (xp) de H x Xx F dans F dttinit une action trans- 
itive de N dans F. D’apres [25, proposition 11, il existe p dans F tel que 
Ker ind(p; Kf G) = Ker rr. D’apres [25, lemme 1.1.51, N(p) est ferme dans 
N et l’application (g x) H g. (xp) definit par passage au quotient un 
homtomorphisme de N/N(p) sur F. 
Dans ce qui suit, on suppose que la restriction de p a [G, G] est egale a 
7. Soient dg une mesure de Haar a gauche sur [G, G] et dk une mesure de 
Haar sur K/[G, G]. On note dx la mesure duale de la mesure dk et dk la 
mesure de Haar a gauche sur K telle que pour tout cp dans L’(K), on ait: 
SK q(k) dk = jK,rG, cI see, G1 cp(kg) dg dk Puisque H(s) contient [G, G], il 
existe des mesures invariantes sur H/H(z) et sur N/N(p). On note ,U une 
mesure positive invariante sur N/N(p) et v une mesure positive invariante 
sur H/H(z). D’apres 1.3, il existe un entier positif k tel que pour tout (u, cp) 
dans j(Z(Kerz), h@@)k~g([G,G]), la fonction g++g.s(u* cp) sur H 
appartienne a L’(H, H(7); L’(7)). Dans ce qui suit, on note k un entier 
positif qui veritie la condition ci-dessus. Si cp est un element de type positif 
de 9(K), on a: sX tr x. p(q) dx = tr z( cp 1 [G, Cl), les deux membres 
de l’egalite ttant eventuellement infinis; or pour tout (u, cp) dans 
U([g,g]@@)xLS(K), on a: (u*cp*u*)I[G,G]=u*(cpl[G,G])*u*; 
done pour tout (u, cp) dans j(Z(Ker t), h @ @)k x 9(K), l’integrale 
jHIHcrj jx trCg. (XP)(U * cp * ‘P* * u*)l dx dv(g) est convergente. Par 
suite, pour tout (u, cp) dans j(Z(Ker t), ho@)” x 9(K), l’integrale 
s N,,,,,C,,j tr(n . p(u * cp * ‘p* * u*)) dp(iz) est convergente. 
On note G, l’adherence de N(p) G dans N et p, une mesure positive 
invariante sur G,/N(p). Soient Y, ,..., Y,, une base de l’algebre de Lie f et 6 
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I’kliment Y: + . . . + c de U(t @ III). On utilise les notations de 6.1 et 6.2 
qui se dtduisent de la donnke 6. Soit u dans j(Z(Ker z), Fj @ a=)“. D’aprb ce 
qui prCdde et d’aprks 6.3, pour p entier positif assez grand, u * qpp est dkfni 
dans C*(K) et l’inttgrale jNINcI,) tr n. p(u * ‘pp * ‘pp * u*) &(ri) est con- 
vergente. Par suite, il existe n dans N tel que pour p entier positif assez 
grand, l’intkgrale lG‘,,N(pj tr gn . ~(24 * ‘pp * ‘pp * u*) dv(g) soit convergente. 
On a: n = (h, x) avec h dans H et x dans X. Pour tout cp dans 9(K) et pour 
tout .X dans A’, x(h ~‘.u*cp,)=(h-‘.u)*(x.cp); or (h-‘.u*cp)lR= 
(h~‘.u)*(cplK)=(p!)(h~‘.u)*(h~‘.(Pp)*(h-l.(l-G)P+‘)*((plK), 
d’aprks 6.1(v); done d’aprks [25, thtokme 21, pour tout cp dans 9(G), 
n(h I . u + cp) est un opkrateur de Hilbert-Schmidt du facteur engendrk par 
x(G). Le thtorkme 1.4 rtsulte alors de 1.2. Le corollaire 1.5 se dlmontre 
alors comme le lemme 6.3. 
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